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VORWORT. 



Von den Krystallen weiss man in Betreff ihrer Form bis jetzt, dass 
die Quotienten aus den Parametern ihrer Flächen sieh wie rationale 
Zahlen verhalten, und dass dieselben, was die Anordnung ihrer 
Flächen anbelangt, in 6 Abtheilungen, Systeme zerfallen. Freilich 
unterlag die Anzahl dieser Systeme verschiedenen Angriffen, und 
geschieht diess auch jetzt noch, obwohl vom physikalischen Stand- 
punkte lange aller Zweifel behoben war. Indem ich das System 
eines Krystalles als dessen Symmetrie nach einer bestimmten An- 
zahl Ebenen definire , habe ich zu dem ersten Hauptgesetze der 
Krystallographie im §. 26 dieses Buches ein zweites gefügt, wel- 
ches die Symmetrieverhältnisse der Krystalle beherrscht, und aus 
welchem sich ^uch auf krystallographischem Wege ergibt, dass 
nur 6 Krystallsysteme möglich sind. Freilich hat dieses Gesetz nur 
den Werth eines Erfahruagssatzes , aber auch das ist vielleicht 
nicht ganz ohne Werth; denn wenn alle unzweifelhaften Fälle 
sich zu einem Satze vereinigen lassen, so dürfte wohl einerseits die 
Wahrheit dieses Satzes wahrscheinlich sein, andererseits aber 
dürften die nicht darin enthaltenen zweifelhaften Fälle ziemlich 
allen Werth verlieren. 

Den Leser erlaube ich mir hier auch noch auf die im Nach- 
folgenden zum erstenmale gemachte Unterscheidung zwischen 
Holo- und Hemisymmetrie der Krystalle aufmerksam zu machen. 
Dieselbe ist für die physikalischen Eigenschaften der Krystalle 
von grosser Wichtigkeit, obwohl sie für Den überflüssig ist, der in 



VI 

den Kry stallen kein interessantes Problem der Molekularphysik 
erblickt, sondern sieh bloss die Ermittlung krystallographischer 
Konstanten zur Aufgabe gemacht hat. Für Denjenigen aber, der 
auch die physikalischen Eigenschaften der Krystalle in Betracht 
ziehen will, und diess wird selbst vom praktischen Standpunkte 
taglich nöthiger, dürfte die in den vier ersten Kapiteln dieses 
Buches mit den einfachsten mathematischen Hilfsmitteln gegebene 
Darlegung der beiden Hauptgesetze der Krystallographie viel- 
leicht von einigem Nutzen sein. 

Indem ich so Einiges von dem Folgenden für mich in An- 
spruch nehme, wäre es meine Pflicht gewesen, das, was von 
Anderen herrührt, gehörig ersichtlich zu machen : allein ich hätte 
zu oft die Namen Miller und Naumann Iviederholen müssen, 
wenn diess auch gezeigt hätte, wie sehr ich mich bemühte, auf den 
G-rundlagen jener Forscher weiter zu bauen. 
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1. Kapitel 

Geometrische Einleitung. 

S. 1. Krystalle. 

ijhemische Verbindungen treten oft sowohl bei ihrem Vorkommen in 
der Natur, als auch bei ihrer von Menschenhand eingeleiteten Entste- 
hung in Formen auf, die yon ebenen Flächen begrenzt sind. Solche 
Körper nennen wir Krystalle. Wir finden, dass die ebenen Flächen 
derselben gewissen Gesetzen unterworfen sind, deren Erörterung der 
Zweck dieses Buches ist. Aber durch diese Gesetze allein wären Wir 
noch nicht im Stande, jedesmal einen mit künstlichen ebenen Flächen 
versehenen Körper von einem wirklichen Krystalle zu unterscheiden 
Oder die wahre Natur einer krystallisirten Substanz zu erkennen, deren 
ebenflächige Begrenzung durch äussere Mittel hinweggenommen wurde. 
Diess gelingt vielmehr unzweifelhaft erst durch die Betrachtung der 
physikalischen Eigenschaften, deren Gleichheit und Ungleichheit nach 
bestimmten Richtungen charakteristische Kennzeichen- der Krystalle 
bilden. Die physikalischen Verhältnisse der Krystalle können wir jedoch' 
hier nur vorübergehend berühren. 

Eine erste Betrachtung von Krystallen zeigt schoti, dass die Flä- 
chen der letzteren meist so um einen Punkt im Räume angeordnet sind, 
dass keine einspnngenden Winkel entstehen. Der gegenseitige Abstand 
der Flächen erscheint hiebei als vollkommen zufällig und keinemGesetze 
unterworfen. Wir finden nämlich Krystalle einer und derselben Sub- 
stanz, welche, was die Anzahl und die Neigungen ihrer Flächen zu 
einander betrifl't, vollkommen übereinstimmen, aber doch die grösste 
Unähnlichkeit zeigen, sobald man die Ausdehnung der einzelnen Flächen 
ins Auge fasst. Es zeigt sich so, dass nur die Richtung der Krystall- 
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flächen unveränderlich ist, wenigstens insolange sich die Temperatur der 
Krystalle nicht ändert, während die absolute Lage der Flächen zufällig 
ist. Die Gesetze der Krystallographie können sich daher auch nur auf 
die relative Lage der Flächen beziehen; diese Gesetze lassen sich aber 
hauptsächlich in zwei Sätze zusammenfassen, die wir als die beiden 
Hauptgesetze der Krystallograpliie kennen lernen werden. 

Um die Beziehungen zwischen den Flächen eines Krystalles in 
ihrer einfachsten Form geben zu können, werden wir die Flächen nicht 
durch die Neigungen , die sie gegenseitig machen, bestimmen, sondern 
durch andere Grössen, nämlich durch die Abschnitte, welche sie auf 
drei durch einen Punkt des Raumes gehende Linien machen. Es ist 
klar, dass, soll die letztere Bestimmungs weise der Flächen vollstän- 
dig und richtig sein, aus den « Daten derselben die Neigungen der 
Flächen nothwendig folgen und sich daher auch daraus berechnen lassen 
müssen, ebenso, wie auch die ümkehrung dieses Problems möglich sein 
muss. Diese beiden Aufgaben bilden den Gegenstand der rechnenden 
Krystallographie, die wir in einem der letzteren Kapitel behandeln 
werden. Die dort zu lösenden Probleme sind jedoch zur Erkenntnis 
der Gesetze der Krystallographie im Allgemeinen nicht nothwendig, 
sind aber dann von grosser Wichtigkeit, wenn es sich darum handelt, 
an einem bestimmten Krystalle die Beziehungen seiner Flächen unter 
einander aufzufinden, oder die Identität eines Krystalles durch Ermitte- 
lung seiner krystallographischen Konstanten festzustellen u. s. f. 

Wir wollen also vorerst,, ohne Bezug auf Krystallflächen zu 
nehmen, die Bestimmung der Lage von Ebenen durch die Abschnitte 
dieser Ebenen auf drei Linien ins Auge fassen. 

§. 2. Betrachtung eines Systems dreier Azen. 

Um die Lage der Ebenen, die einen Körper begrenzen, zu bestim- 
men, denken wir uns durch einen Punkt im Innern des Körpers drei 
Linien gezogen, welche nicht in einer Ebene liegen, und welche gegen 
den Körper und daher auch gegen einander eine unveränderliche Rich-r 
tung haben. Diese drei Linien werden jede Begrenzungsebene in drei 
Punkten schneiden, wenn man sich nur sowohl die Linien als auch die 
Ebenen gehörig vergrcssert denkt. Letztere drei Punkte werden uns nun 
dazu dienen können , die Lage der Ebene zu fixiren, denn durch drei 
Punkte, die nicht in einer Geraden liegen, kann nur eine einzige Ebene 
gelegt werden ; zwei Punkte wären zu wenig, indem diese nur ihre Ver- 
bindungslinie bestimmen. 
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XX' ^ YY'y ZZ' seien drei durch den Punkt O des betrachteten 
Körpers gelegte Linien (Fig. 1), auf welche die Begrenznngsebenen 
desselben bezogen werden sollen. Man bezeichnet diese Linien der 
Reihe nach als die JT, Y und ZAxe des Körpers; ihre Lage gegen 
einander ist gegeben durch dieAxenwinkel YOZ^ ZOX^ XOY, 
Den gemeinschaftlichen Durchschnittspunkt der drei Axen nennt 
man den Axenmittelpunkt, und die Ebenen, welche durch je zwei der 
drei Axen gehen, die Axenebenen; die Axen sind daher die Durch- 
schnittslinien der Axenebenen. Durch letztere wird der Raum um den 
Punkt O herum in acht Theile getheilt, nämlich in die achtRaumtheile: 

OXYZ OXYZ 

OXYZ OXYZ 

OXYZ' OXYZ 

OXYZ OXYZ* 

welche man mit dem Namen Oktanten bezeichnet. Und zwar nennt 
man Oktanten, die auf entgegengesetzten Seiten einer Axenebene, 
aber auf derselben Seite der beiden anderen Axenebenen liegen, wie 
z.B. OXYZmsA OXYZ anliegende, solche, die auf entgegen- 
gesetzten Seiten von zwei Axen ebenen liegen, wie OJfYlZ und OXYZ* 
gegenüberliegende, und endlich diejenigen, die-mit Bezug auf jede 
der Axenebenen auf verschiedenen Seiten derselben liegen, wie OXYZ 
und OXYZ\ entgegengesetzte Oktanten. 

Irgend eine Ebene E des betrachteten Körpers schneide nun 
gehörig vergrössert die drei Axen der Reihe nach in den Punkten 
JET, K^ L; die Abschnitte 0-ff, OK, OL heissen alsdann die Para- 
meter der Ebene JB. Durch diese drei Abschnitte, welche wir uns mit 
einer bestimmten Längeneinheit gemessen denken, ist aber die Lage 
der Punkte S, K, L und somit auch die Lage der betrachteten Ebene 
JS bestimmt« Die Linien -EL, LH, HK sind ersichtlich die Durch- 
schnittslinien der Ebene E mit den drei Axenebenen ; denn es liegen 
z. B. die beiden Punkte K und L sowohl in der Ebene E, als auch in 
der Axenebene YZy gehören also beiden Ebenen an und können somit 
nur in der Durchschnittslinie derselben liegen. Da aber zwei Ebenen 
sich in einer geraden Linie schneiden und eine Gerade durch zwei Punkte 
in derselben gegeben ist, so ist KL wirklich die Durchschnittslinie der 
beiden genannten Ebenen. 

Das Dreieck SLKL dagegen ist die Durchschnittsfigur der be- 
trachteten Ebene E mit dem Oktanten OXYZ. Man sieht femer, 
dassdie anliegenden Oktanten OXYZ, OXYZ^ OXYZ von der 
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Ebene' JS zwar ebenfalls, aber in keiner geschlossenen Figur geschnitten 
werden. Man sagt im Allgemeinen von einer Ebene, dass sie in dem- 
jenigen Oktanten liege, welchen sie in einer geschlossenen Figur (Drei- 
eck) schneidet , obwohl natürlich jede Ebene gehörig erweitert auch 
theilweise in die anliegenden Oktanten zu liegen kommt. 

Indem wir die Länge der Parameter einer Ebene längs jeder Axe 
vom Mittelpunkte derselben rechnen, haben wir, um Zweideutigkeit zu 
vermeiden, noch anzugeben, nach welcher S^ite vom Mittelpunkte aus 
die Parameter auf den betreffenden Axen aufgetragen werden sollen. 
Man bezeichnet zu diesem Zwecke die eine Hälfte jeder Axe (0:^, OY^ 
OZ^ als positive, die andere fP-ST', 01^', OZ'') dagegen als nega- 
tive Halb axe, und versieht dem entsprechend die Parameter einer 
Ebene mit dem Zeichen -\- oder — , je naqhdeip sie auf der positiven 
oder negativen Hälfte einer Axe aufgetragen werden sollen. Das Zeichen 
-}- wird jedoch gewöhnlich weggelassen und jeder Parameter ohne Vor- 
zeichen als positiv angenommen. 

Mit Berücksichtigung der Zeichen sind daher für die drei Para- 
meter folgende acht Fälle möglich: 

OH, OK, OL — OH, —OK, —OL 

OH, OK, —OL — OB, — OK, OL 

— OH, OK, — OL OH, — OK, OL 

— OH, OK, OL OH, — OK, — OL 

wobei sich der erste Parameter immer auf die XAx% der zweite auf 
die ITAxe und der dritte auf die ZAxe bezieht. Jedem dieser Fälle ent- 
spricht eine Ebene, und man überzeugt sich leicht, dass jede derselben 
in einem anderen der acht Oktanten liegt, so dass auf jeden Oktanten. 
eine Ebene entfällt. 

Schneidet man in Fig. 1 auf den drei Axen zu beiden Seiten des 
Mittelpunktes beziehungsweise die Längen OH, OK, OL ab, wodurch 
man die Punkte jff,jSr,i und H',K',L' erhält, so werden die Dreiecke 

HKL HKL' 

HKL' HKL 

HKL' HKL 

HKL HKL' 

offenbar die Durchschnitte der obigen Flächen .mit den Oktanten sein, 
in welchen sie liegen. Man nennt einen Komplex von solchen acht 
Ebenen, deren Parameter sich nur durch die Vorzeichen unterscheiden, 
ein Ok tai d, da^ in dem speziellen Falle auf einander senkrechter Axen 
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und gleich langer Parameter ein von solchen Ebenen begrenzter Körper 
offenbar ein reguläres Oktaeder wird. In dem Oktaide sind je zwei 
Ebenen, die in entgegengesetzten Oktanten liegen, deren Parameter 
also stückweise die entgegengesetzten Zeichen haben, einander paralld^ 
wie wir sogleich zeigen werden. Die parallelen Ebenen sind in obiger 
Aufzählung neben einander gestellt. 

Multipliziren wir nämlich die drei Parameter 0-ff, OK^ OL einer 
Ebene E mit der beliebigen Grösse m, so dass wir haben 

OH^ = mOH OK^ = mOK OL^ = mOL 

und betrachten wir 0J3i, OJE|, OJLi als die Parameter einer neuen 
Ebene E^^ so muss diese Ebene parallel der ursprünglichen Ebene E 
sein. Denn sind in Fig. 1 die Dreiecke HKL und H^K^Ly^ die Durch- 
schnitte der beiden Ebenen mit dem Oktanten OJCYZ^ so hat man der 
Annahme zufolge ' . 

OHy OK^ OL^ 



OH ~ OK ~ OL 



m 



tmd somit 



AKOLf^AK^OL^ 
A LOH^ A L^OH^ 
A HOK<K, A H^OK^ 

woraus sogleich 

KL\\K^L^ LH\\LyH^ HK\\H^Ky 

folgt, und es müssen daher auch die durch diese parallele Linien gehenden 
Ebenen E und Ey einander parallel sein« 

Die Multiplikation oder Division der drei Parameter einer Eben«- 
mit irgend einer Grösse hat also nur den Effekt, die Ebene parallel 
zu sich selbst zu verschieben. Da durch eine solche Verschiebung die 
Neigung dieser Ebene zu den anderen Ebenen des betrachteten Körpers 
nicht geändert wird, so kann man immer die drei Parameter einer Ebene 
mit einer beliebigen Zahl multipliziren oder dividiren, indem es uns ja 
bei der Betrachtung der Krystalle nnr auf die gegenseitige Neigung 
ihrer Flächen, nicht aber auf die absolute oder relative Grösse derselben 
ankommt. Einem der Parameter einer Ebene kann man daher immer 
einen beliebigen Werth ertheilen, man kann denselben auch gleich Eins 
machen, indem man durch den betreffenden Parameter alle drei dividirt. 
Drei Parameter stellen daher auch nur zwei unabhängige Grössen dar, 
und wir sehen, dass eine Ebene auch auf diese Weise schon durch zwei 
Grössen bestimmt wird, gerade wie zwei Winkel, welche die Ebene mit 
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anderen Ebenen macht, genügen, nm die Lage dieser Ebene ihrer Rich- 
tung nach zu fixiren. 

Es ist somit auch bewiesen, dass zwei Ebenen, deren Parameter 
stückweise das entgegengesetzte Zeichen haben, parallel sind, indem ja 
die Parameter der einen Ebene durch Multiplikation mit — 1 in die der 
anderen übergehen. 

Wird von den drei Parametern OJST, OK, OL der Ebene JE? einer, 
z. B. Oi, unendlich, so bedeutet diess, dass die Ebene JE parallel der 
ZAxe ist, indem diese Axe von der Ebene erst in unendlicher Entfer- 
nung getroffen wird; aus letzterem Grunde werden in diesem Falle 
auch die Durchschnittlinien der Ebene jE mit der Axenebene JTZ und 
YZ parallel derZÄxe sein müssen. Die Ebene E ist aber für 0L= oo 
sowohl der positiven als negativen Hälfte der ^TAxe parallel, und es ist 
somit gleichgültig, ob man einem unendlich grossen Parameter das Zei- 
chen -)- oder — vorsetzt. Es gehen daher auch zwei Ebenen, die sich 
nur durch das Vorzeichen eines Parameters unterscheiden, in eine ein- 
zige über, sobald dieser Parameter unendlich wird. Von den acht Ebenen 
des zu E gehörigen Oktaides werden daher für OL = «o je zwei 
zusammenfallen müssen, wodurch wir bloss 4 Ebenen mit den Parametern 

OJSr, OK, oc — OS, — OK, oc 
— OH, OK, oc OH, ~ OK, «c 

erhalten. Diese Ebenen sind alle der ^TAxe und zu zweien einander 
parallel, sie bilden zusammen ein vierseitiges Prisma, dessen Ebenen 
die Axenebene J^Y in denselben Linien schneiden , wie die Ebenen des 
ursprünglichen Oktaides, man nennt daher auch ein solches Prisma ein 
zu dem Oktaide gehöriges. 

Aehnliche Körper erhält man aus dem zur Ebene -E gehörigen 
Oktaide, indem einer der beiden anderen Parameter OJTund OK unend- 
lich gross wird. Den Inbegriff der Ebenen dieser Körper nennt man zum 
Unterschiede von dem früheren Falle ein Doma. Setzt man 0H= oo, 
so hat man ein Doma, dessen vier Ebenen parallel der -^Axe sind; 
setzt man dagegen 0K^= ao, so werden die Ebenen des Doma parallel 
der YAxe. Die beiden Domen schneiden beziehungsweise die Y"-Z" und 
-STZ^Ebene in denselben Linien, wie das ursprüngliche Oktaid, und 
werden daher auch zu diesem Oktaide gehörige Domen genannt. 

Den Komplex von Ebenen, der aus den zu einem Oktaide gehö- 
rigen Domen und Prismen besteht, bezeichnet man als ein Dodekaid. 
Geht nämlich das Oktaid in das reguläre Oktaeder über, so entsprechen 
die Flächen des zugehörigen Dodekaides ebenfalls den Flächen des re- 
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galären Dodekaeders der Stereometrie, wovon wir nns später noch 
genauer überzeugen werden. 

Werden zwei der drei Parameter einer Ebene unendlich, so er- 
halten wir eine Ebene , welche paiallel zweien Axen und daher auch 
parallel der betreffenden Axenebene ist. Da es auch hier gleichgültig 
ist, ob man das Zeichen ,,unendlich^ positiv oder negativ nimmt, so 
gehen von den acht Flächen des Oktaides für OH = OL == «o die 
im obigen Schema unter einander stehenden vier Ebenen in je eine ein- 
zige über, und man hat also in diesem Falle nur zwei Ebenen mit den 
Parametern 

o«, 1, oo und oo, — 1? oo 

in welcher Form sie durch die gestattete Division mit OK erhalten 
werden. Diese beiden Ebenen sind parallel der JTund^Axe und folglich 
auch parallel der Axenebene JTZ, und man kann daher auch sagen, 
dass ao, 1, ao oder <«, — 1, «o, die Parameter dieser Axenebene selbst 
sind. Die beiden parallelen Ebenen zusammen nennt man ein Pin a- 
koid. Ebenso erhält man für 0K= OL = «« ein Pinakoid parallel 
der Axenebene YZ Mnd für OH = 0K= oo ein zur Axenebene XY 
paralleles. Die Parameter der Axenebenen YZ und XY sind daher 

o«, oo, 1 und 1, ao, oo. 

Man nennt den Inbegriff der Ebenen der drei Pinakoide ein 
Hexaid, indem diese Ebenen für ein rechtwinkeliges Axensystem 
das reguläre Hexaeder bilden, falls sie alle gleich weit vom Axen- 
mittelpunkte entfernt sind. Die Ebenen des Ilexaides schneiden sich 
natürlich, da sie parallel den Axenebenen sind, in Linien, die ihrer- 
seits parallel zu den Axen gerichtet sind* 

$. 8. Sichtung der Durohsclinittslime zweier Ebenen. 

Wir haben im Vorhergehenden die Richtung der Durchschnitts- 
linie von Ebenen kennen gelernt, deren Parameter sich nur durch die 
Vorzeichen unterscheiden; es ist nun allgemein die Durchschnittslinie 
zweier Ebenen mit ungleichen Parametern zu bestimmen. .Zwar ist jede 
Linie schon bestimmt, wenn man zwei Ebenen angibt, die durch die- 
selbe hindurch gehen, allein, wenn wir die Lage einer Linie gerade so 
durch Punkte derselben bestimmen, wie wir diessbei den Ebenen gethan, 
so tritt uns die Aufgabe entgegen, die Bestimmungsstücke der Linien 
durch die Bestimmungsstücke derjenigen Ebenen auszudrücken , durch 
deren Durchschnitt die Linie gebildet ist. 

Sind OH, OK, OL die Parameter einer Ebene P, 0-ff , OK^ 
OL' die einer zweiten Ebene P', so wird , wenn man sich die Durch- 
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Rchmtte von jPund P' mit den Axenebenen zeichnet (Fig. 2), die Linie 
KL der ersten Ebene mit der Linie K'L' der zweiten sich wirklich in 
einem^Pttnlci>e «, im Räume schneiden müssen, da diese beiden Linien 
in einer nnd derselben Ebene, nämlich in der Axenebene YZ liegen. Der 
Punkt K wird aber als Durchschnittspunkt von KL und -ST'i' sowohl 
in der Ebene P als auch in P' liegen müssen, er wird daher offenbar ein 
Punkt der Durchschnittslinie beider Flächen sein. Dasselbe gilt aber 
von den Punkten ß und y, den Durchschnitten der Linien LH mit L'H' 
und HKmii H!K*, Da sich aber zwei Ebenen in einer geraden Linie 
schneiden, so folgt hieraus, dass die Punkte a, /?, y, welche alle drei 
der Durchschuittslinie der Ebenen P und JP' angehören, in einer und 
derselben Geraden liegen müssen. Es ist also schon durch zwei dieser 
drei Punkte die Durchschnittslinie gegeben. 

Sollen die Ebenen P und P^ wie es bei an einander stossenden 
Krystallflächen der Fall ist, den Mittelpunkt so umschliessen , dass 
keine einspringenden Winkel entstehen, so werden offenbar nur die in 
Fig. 2 stärker gezogenen Theile der beiden Ebenen auftreten können. 
Die beiden Ebenen bilden an ihrer Durchschnittslinie ersichtlich zwei 
Neigungswinkel, die sich gegenseitig zu 180® ergänzen. Wir nennen 
denjenigen dieser zweiWinkel, innerhalb welchem der Punkt O liegt, den 
Innern, den anderen aber den äussern Neigungswinkel der beiden Ebenen. 

Verschiebt man eine oder beide der Ebenen P und P' parallel zu 
sich selbst, so kann hiedurch die Richtung der Durchschnittslinie nicht 
geändert werden, da ja parallele Ebenen sich immer in parallelen 
Linien schneiden. Wir wollen nun die Ebene P' so parallel zu sich selbst 
verschieben, dass sie die Z'Axe in demselben Punkte triflft, wie die^ 
Ebene P, dass also ihr dritter Parameter gleich OL wird. Um aber die 
Parameter O^, OjP, OL der Ebene P' in dieser neuen Lage zu finden, 

. OL 

brauchen wir ersichtlich ihre ursprünglichen Parameter nur mit - ^^ y 

zu multipliciren, und haben also ' 

OE = -^Om, OF=^OK\ OL. • . .(1) 

Zeichnet man nun für die neue Lage von P^ wieder die Durch- 
schnitte der Ebenen P und P mit den Axenebenen (Fig. 3), so sieht 
man, dass diese Linien sich nicht mehr wie früher in drei Punkten 
wechselweise schneiden, sondern bloss in zweien, da zwei der drei Punkte, 
« und /? nämlich, in den Punkt i zusammenfallen. ÄÄTund-EjFschnei- 
den sich aber in einem Paukte I>, der dem früheren Punkte y entspricht. 
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Die Linie DL ist somit jetzt die Barchsehnittslinie der beiden Ebenen 
, P und P' und muss natürlich gegen die Axeu dieselbe Richtung haben 
wie flüher. Nur wird die Bestimmung der Punkte der Durchschnittslinie 
in diesem Falle einfacher, da einer derselben in der ZkxQ liegt und so- 
gleich durch den Parameter OL gegeben ist. Um aber auch den zweiten 
Punkt D der Durchschnittslinie zu bestimmen, brauchen wir oflfenbaf 
nur die Längen der Linien UO und VO zu ermitteln, wenn U und V 
solche Punkte der JT und FAxe sind, für welche 

UD\\ OY, VZ> II OX 

bie Aufgabe ist nun, die Stücke UO und VOj welch« ' man die 
Koordinaten des Punktes J> nennt^ durch die Parameter der Ebeaen- 
P und P' auszudrücken. 

£s iflt zufolge des Parallelismus der betreffenden Linien 

A OKH nu A UDH 
A OFE ^ A UDB 

und es verhält sich daher 

OK'.UD=^OHxUH:=On.(iOH—Oiri 
OF : UD=OE : UE = OE : QOE — Oü^ 

Aus diesen Proportionen erhält man 

OK— OF 



0U= OH. OE . 
UD= OV=OK.OF 



OE . OK— OF, OH 

OE-OH 
OE . OK— OF .OH 



Setzt man hierin fclrO^mid O^dieWerthe aus den Gleichungen 
(1), so erhält man zur Bestimmung, der Lage des Punktes D die 
Gleichungen 

OH. OH OK. OD - OL .OK 



Oü=r 

0V = 



ÖD ■ OK . OH — OH. OK 

OK. OK OL . OH - OH. OD 

OD • OK. OH — OH. OK 



ciy 



womit unsere Aufgabe gelöst ist. 

Um aber die drei Bestimmungsstücke OJ7, OV^ OL der Durch- 
schnittslinie symmetrisch zu machen, d. h. alle auf eine mathematisch 
ähnliche Form zu bringen, tragen wir auf der ^Axe vom Mittelpunkte 
O aus die Linie OL nach der entgegengesetzten Richtung auf, so das» 
wir haben 

OW^ -^ OL . . , . . . . - .(3) 
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Ziehen wir dann die Parallelen 

UB\\ VS \\OW\\DQ 

. UD II VO II WS II Qä 

UO II VD II WB II QS 

ßo erhalten ^ir durch die Kreuzungspunkte dieser Linien ein Paral- 
lelopiped UVDOSWQ^B^ dessen Diagonale OQ parallel sein wird der 
Linie LD^ da ja zufolge der Konstruktion OL parallel und gleichlang 
mit QD und daher das Viereck OQDL ein Parallelogramm sein muss. 
Wir können also auch OQ als Durchschnittslinie der beiden Ebenen 
P und P' auffassen, da es uns ja bloss auf die Richtung derselben an- 
kommt. Die Durchschnittslinie ist alsdann die Verbindungslinie des 
Axenmittelpunktes mit dem Punkte Q, dessen Lage leicht durch die 
drei Koordinaten desselben Of7, OV^ OPT gefunden werden kann. 

Multiplizirt man die Parameter der Ebene P mit einer beliebigen 
Grösse m, so kann hiedurch die Richtung der Durchschnittslinie nicht 
geändert werden. Nennen wir also die neuen Werthe der Grössen 
OU, OV, OW etwa Oü\ 0V% 0W\ so wird der durch letztere 
Koordinaten gegebene Punkt ebenfalls ein Punkt der Linie OQ, sein 
müssen. Die Gleichungen (2) und (3) lehren aber, dass 

OU' = m.OU, Or = m. OV, OW = m. OW 

ist, woraus hervorgeht, dass man die Grössen Oü, OV, OlFmit einem 
beliebigen Ausdruck multipliziren oder dividiren kann, ohne dass hie- 
durch die Richtung der Durchschnittslinie geändert würde. 

Multipliziren wir die Koordinaten des Punktes Q etwa mit 

OH. OK — OK. OH' 
OH. OH . OK. OK . OL 

80 erhält man zufolge der Gleichungen (2) und (3) 

1 1 



OZ7 = 



OK. OL' OL . OK 



^^~ OL . OH OH. OL' / ^^^ 



OTr = 



1 . 1 



OH. OK OK.OH^ 



welche Gleichungen nunmehr vollkommen symmetrisch sind. Wir werden 
daher auch immer, wenn es nur darauf ankommt, die Richtung der 
Durchschnittslinie zweier Ebenen zu fixiren, uns dieselbe durch den 
Axenmittelpunkt gehend denken und die Koordinaten eines Punktes 






^PvV:- ''' 






derselben in dieser Lage angeben. Diese Koordinaten sind nJjtkidÖ^ jp^TT ^^ 
nach ihrem Vorzeichen auf den positiven oder negativen Hälften cteir . - ' 
Axen aufzutragen. 

S» 4* Tautozonale Ebenen. 

Je zwei Ebenen P, Q sind einer und derselben Linie im Räume 
parallel, nämlich jeder Linie, die dieselbe Richtung wie die Durch- 
schnittslinie dieser beiden Ebenen hat. Wir haben im vorhergehenden 
Paragraphe gesehen, wie man diese Richtung mit Hilfe der Parameter 
der beiden Ebenen finden könne. Soll eine dritte Ebene i2 ebenfalls 
parallel dieser Linie sein, so wird, damit diess stattfindet, eine gewisse 
Bedingung durch die Parameter dieser Ebene erfallt sein müssen» Aber 
auch nur eine einzige Bedingung, denn hätten wir für die Parameter 
einer Ebene auch nur zwei Bedingungen, so wäre diese Ebene schon 
vollkommen ihrer Richtung nach gegeben, da ja die Parameter einer 
Ebene nur zwei variable Grössen vorstellen. Von der Ebene R nehmen 
wir jedoch an, dass sie zwar parallel einer gewissen Linie sei, um diese 
herum aber jede beliebige Lage haben könne, es darf also für die Pa- 
rameter dieser Ebene nur eine einzige Bedingungsgleich nng bestehen. 
Die Entwickeluug dieser Gleichung wollen wir jedoch auf einen späteren 
Moment verschieben. Hier bemerken wir nrfr, dass man solche Ebenen, 
die einer und derselben Linie im Räume parallel sind, tautozonale 
nennt oder von ihnen sagt, dass sie in einer Zone liegen. Die Linie, 
der diese Ebenen parallel sind, nennt man die Zonenaxe; natürlich 
stellt diese Axe, die man sich gewöhnlich durch den Axenmittelpunkt 
gelegt denkt, auch nur eine blosse Richtung vor. Wir bezeichnen die 
Richtung einer Zonenaxe durch das Symbol [PQ], wo P und Q, zwei 
Ebenen in der betreffenden Zone sind. 

Eine bald zu entwickelnde wichtige Eigenschaft tautozonaler 
Ebenen führt uns dahin, die Verhältnisse der Linien näher ins Auge • 

zu fassen, welche von einem Punkte innerhalb eines von mehreren 
Ebenen umschlossenen Raumes senkrecht zu dieser Ebene gezogen 
werden. Wir bezeichnen diese Linien kurz als die Normalen der Ebenen 
und nehmen gewöhnlich an, dass sie vom Axenmittelpunkte aus gezogen 
wurden. Es ist klar, dass, wenn wir die Lage der Normale einer Ebene 
kennen, uns damit auch die Lage der Ebene selbst ihrer Richtung nach 
gegeben ist. Senkrecht zu einer und derselben Linie können nämlich 
nur Ebenen sein, die alle unter sich parallel sind. 

Die Normalen zweier Ebenen haben aber auch ferner die wichtige 
Eigenschaft, dass der Winkel zwischen den Normalen zweier Ebenen 
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gleich dem Supplemente des Innern Neigmigswinkel dieser zwei Ebenen 
ist, dass sich also der Normalen- und der Neigungswinkel zweier Ebenen 
gegenseitig zu 180® ergänzen. Es ist diess leicht zu beweisen. Denn da 
die Normale zu einer Ebene senkrecht steht ^uf jeder in dieser Ebene 
durch ihren Fusspunkt* gezogenen Linie, so mtiss (Fig. 4), wenn ON 
und OiV zwei vom Punkte O im Inneren des umschlossenen Raumes 
auf die Ebenen P und P' gefällte Senkrechte, ÄST und HR aber die 
Durchschnitte dieser Flächen mit der Ebene NON' sind, offenbar 

HLO = R'L'O = 900 

sein, wenn noch i und L' die Kreuzungspunkte der Linien HKxmdM^K' 
mit ON und O'JV' sind. Die beiden Ebenen P und P' werden sich nun 
in einer Linie schneiden, welche offenbar die Ebene NON^ im Punkte 
M trifft, wo M in der Verlängerung von SK und EP-K"' liegt. Denken 
wir uns nun die beiden Normalen OiVund OJV' in ihrer Ebene parallel 
so verschoben, dass sie durch den Punkt M gehen , wodurch sie aber 
noch immer senkrecht zu beiden Ebenen bleiben, so mass offenbar der 
Winkel, welchen die Durchschnittslinie von P und P' mit jeder der ver- 
schobenen Normalen bildet, ein rechter sein. Ist eine Linie aber senkrecht 
zu zwei anderen, so ist sie auch senkrecht zur Ebene dieser Linien; es ist 
somit die Durchschnittslinie PP^ senkrecht auf der Ebene der verscho- 
benen Normalen, letztere Ebene ist aber mit der Ebene der ursprüngli- 
chen Normalen identisch, und wir können somit sagen : Fällt man von 
einem und demselben Punkte Normalen auf zwei Ebenen, so ist 
die Durchschnittslinie dieser zwei Ebenen senkrecht zur Ebene der 
Normalen. 

Ist nun die Durchschnittslinie PP senkrecht zur Ebene NON\ 
so ist sie auch senkrecht zu den Linien MH und MH\ welche in der 
letzteren Ebene liegen, der Winkel PLMHf ist somit das, was wir den 
inneren Neigungswinkel zweier Ebenen nennen. Aus dem Vierecke 
MhOL/ nun, in welchem 

MLO = MLO = 90« 

ergibt sich sogleich, was zu beweisen war 

HMN -f NON^ = 1800 

Wir können nun auch den angedeuteten Satz in Betreff tautozo- 
naler Ebenen leicht beweisen. Derselbe lautet: 

. „Die von einem Punkte auf Ebenen einer und derselben Zone ge- 
fällten Normalen liegen in einer und derselben zur Axe dieser Zone 
senkrechten Ebene. ^ 
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Wir haben nämlicK gerade gesehen, dasd die Darchschnittslinie 
zweier Ebenen senkrecht zur Ebene ihrer Normalen ist; nan sind die 
Darchschnittslinien je zweier Ebenen einer Zone alle unter sich und der 
Zonenaxe parallel. Es müssen also die durch die Normalen je zweier 
Ebenen dieser Zone gelegten Ebenen senkrecht stehen auf einer und 
derselben Linie, aber auch durch ein und denselben Punkt im Räume 
gehen, nämlich durch denjenigen, von dem aus die Normalen gefällt 
wurden. Diess ist aber nur möglich, wenn alle Normalen in einer und 
derselben Ebene liegen, welche senkrecht zur Axe der betrachteten 
Zone ist. 

S. 5. Beziehungen zwischen den Kanten und Normalen dreier Ebenen. 

In Fig. 5 seien FH^ FK, FL die Durchscbnittslinien oder kurz 
die Kanten dreier Ebenen, OP^ OQ^ OB aber die vom Punkte O auf 
diese drei Ebenen gefällten Normalen, so dass also 

OP±plKFL, OQ±plLOn, OBXplHFK 

Da nun, wie wir im vorhergehenden Paragraphe gesehen haben, 
für je ztvei Ebenen die Durchschnittslinie senkrecht sein muss zur Ebene 
ihret Normalen, so haben wir auch 

FH ± pl QOB, FK _L pl BOP, FL ± pl POQ 

Die Normalen sind aber die Durchschnittslinien der drei Ebenen 
QOBj BOP^ POQ^ auf welchen zufolge der letzten Relationen die ur- 
sprunglichen Kanten senkrecht stehen. IJiess gibt uns folgenden Satz : 

„Die drei Ebenen, welche durch die Normalen dreier anderer Ebe- 
nen gehen, haben zu f^antenwinkeln die Winkel der Normalen , zu 
Normalenwinkeln aber die Kantenwinkel der letzteren drei Ebenen.^ 

Hieraus folgt aber auch sogleich der Satz: 

„Jede Relation zwischen beliebig vielen der Kanten- und Nor- 
malenwinkel dreier Ebenen bleibt auch noch richtig, wenn man in der- 
selben gleichzeitig die Kantenwinkel durch die Winkel der Normalen 
und die Normalen winkel durch die Winkel der Kanten ersetzt." 

Denn was z. B. für die drei beliebigen Ebenen KFL^ LFH^ 
HF^^Xt^ muss ja auch von den drei Ebenen QOB^ BOP^ POQ gel- 
ten; letztere unterscheiden sich aber von den ersteren nur durch die 
Vertauschung der Kanten- und Normalenwinkel. 

„Ist eine der Kanten, in denen sich drei Ebenen schneiden, senk- 
recht zu den beiden andern, so stehen auch die beiden Ebenen, welche 
die erstere Kante bilden, senkrecht auf der dritten Ebene und umgekehrt." 
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Ist nämlich in Fig. 5 z. B. J^TiT senkrecht zu FHnnd FL^ so ist 
FK senkrecht «ur Ebene HFL und somit parallel der Normale OQ, 
dieser Ebene; anderseits muss in Folge dessen auch die Ebene JTFi 
parallel zur Ebene POR sein, somit OQ, auch senkrecht stehen zur 
Ebene POB^ was zu beweisen war. Die ümkehrung lässt sich ebenso 
beweisen, folgt aber auch schon aus dem Gesagten durch die nach dem 
früheren Satze gestattete Vertauschung der Winkel. Unmittelbar aus 
dem eben bewiesenen Satze ergibt sich noch der folgende: 

„Sind die Kanten dreier Ebenen wechselweise auf einander senk- 
recht, so sind es auch die Ebenen, und umgekehrt." 

S. 6. Pole der Ebenen. 

Um die Verhältnisse der von ebenen Flächen begrenzten Kry- 
stalle zu Studiren und um die Vorstellung bei Ableitung der zwischen 
diesen Ebenen bestehenden Beziehungen zu unterstützen, entwirft man 
sich meist perspektivische Zeichnungen der Krystalle, in welchen jede 
Kante durch eine entsprechende Linie repräsentirt ist. Wir werden in 
dem Kapitel, das von der Zeichnung der Krystalle handelt, sehen wie 
man diese Linien richtig zu zeichnen habe , d. h. so, dass sie gegenein-« 
ander dieselbe Lage haben , in welcher das Auge die Kanten des zu 
zeichnenden Krystalles sieht. Je mehr Flächen an einem Krystalle vor- 
kommen, desto verwickelter wird offenbar die Zeichnung desselben und 
ist alsdann von geringerem Nutzen, falls sie nicht ziemlich genau aus- 
geführt wurde. Zu dem sind es bei den Krystallen weniger die Umrisse 
und die Gestalt ihrer Flächen als die Neigung der Flächen zu einander, 
und deren Anordnung, welche hauptsächlich unser Interesse erregen. 

Es empfiehlt sich daher, anstatt die Umrisse der Flächen eines 
Krystalles zu zeichnen, jede Fläche nur durch eine einzige gerade oder 
krumme Linie zu repräsentiren , natürlich muss dann diese Linie eine 
solche sein, welche wirklich die Lage der Flächen vollkommen bestimmt. 
Solche Linien (und zwar gerade) erhält man z.B., wenn man die Flächen 
eines Krystalles durch ein und denselben Punkt O im Räume gehen 
lässt und sie dann alle durch 6ine beliebige Ebene 8 schneidet. Jede der 
Krystallflächen wird die Ebene S in einer Geraden schneiden, welche 
für diese Fläche charakteristisch ist, indem man mit Hilfe dieser Linie 
und der gegebenen Lage von O und S immer die Lage der betreffenden 
Krystallfläche wird bestimmen können. 

Hierauf beruht Quenstedt's Linear-Projektion, bei welcher 
Mos die Durchschnittslinien (Sektionslinien) gezeichnet werden, welche 
eine Ebene (Reduktionsebene, gewöhnlich die Axenebene JTF) mit den 
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Flächen des betreifenden Krystalles bildet, falls dieselben so verscho- 
ben sind, dass sie alle die ZkxQ in einer und derselben Entfernung vom 
Axenmittelpunkte schneiden. 

Noch zweckmässiger ist es aber die Flächen eines Krystalles 
durch die Normalen zu repräsentiren , welche von einem und demselben 
Punkte auf diese Flächen gefällt wurden. Wir haben ja im %, 4 gesehen, 
dass diese Normalen die Lage der Flächen vollkommen bestimmen, 
und durch die Winkel, die sie unter einander bilden, zugleich die Supp- 
lemente der inneren Neigungswinkel dieser Flächen geben. 

Man braucht aber nicht ^nmal, um die Lage der KrystaHflächen 
auf diese Weise zu iixiren, die Normalen wirklich zu zeichnen, denn es 
genügt hiezu schon die Kenntnis eines einzigen Punktes jeder Normale, 
falls der Punkt O, von dem aus die Normalen gefallt wurden , gegeben 
ist: jede Linie ist ja durch zwei ihrer Punkte vollkommen bestimmt. 
Zu den Punkten aber, welche die Normalen und somit auch die Kry- 
staHflächen selbst repräsentiren, werden am zweckmässigsten solche 
gewählt, die auf den einzelnen Normalen gleichweit von dem Punkte O 
abstehen. 

Diese Punkte, welche man die Pole der Flächen nennt, wer- 
den daher alle auf der Oberfläche einer Kugel liegen , deren Zentrum 
eben der Punkt O ist, von dem aus die Normalen auf die Flächen gefällt 
wurden. Diese Kugel Oberfläche, deren Radius beliebig ist, bezeichnen 
wir als die Sphäre der Projektion. 

Indem wir nun im Nachfolgenden bisweilen die F'lächen eines Kry- 
stalles durch ihre Pole repräsentiren, haben wir freilich wieder eine 
Zeichnung, und zwar die der Projektions-Sphäre mit den Polen der 
Flächen zu entwerfen , eine Konstruktion, deren richtige Lösung wir 
ebenfalls erst in einem späteren Kapitel geben werden. Allein es ist 
nicht nur diese Konstruktion in den meisten Fällen einfacher als die 
Zeichnung der Kanten des Krystalles selbst, sondern sie ist auch schon 
von grossem Nutzen, wenn auch nur beiläufig den Verhältnissen des 
betrachteten Krystalles entsprechend ausgeführt. Nur so viel sei hier 
noch bemerkt, dass bei der Zeichnung der Sphäre der Projektion wir 
uns das Zentrum derselben meist in der Ebene des Papieres gelegen 
Renken, so dass der Durchschnitt der Kugel mit dem Papiere ebenfalls 
ein grösster Kreis, d. h. ein Kreis von dem beliebigen Halbmesser der 
Sphäre wird. 

Die nachfolgenden Bemerkungen werden den Nutzen, welchen die 
Repräsentation der Ebenen durch die Pole derselben gewährt, noch 
näher erkennen lassen, 

V. Lang, Krystallographie. 2 
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Da grösste Kreise einer Kugel solche sind , deren Ebenen durch 
das Zentrum der Kugel gehen, so ist es klar, dass die durch die Norma- 
len zweier Ebenen gelegte Ebene die Sphäre der Projektion in einem 
grössten Kreise schneiden muss. Ziehen wir in Fig. 5 um den Punkt O 
einen Kreis, welcher die Normalen ON und ON* zweier Ebenen in den 
Punkten Pund P' trifft, so werden diese Punkte die Pole der beiden 
Flächen sein und der Kreisbogen PP' zwischen den Polen wird im Bo- 
genmasse gemessen gleich sein dem Winkel der Normalen der beiden 
Ebenen, nämlich dem Winkel NON\ Legt man daher durch die Pole 
zweier Ebenen einen grössten Kreis, so wird der Bogen desselben, wel- 
cher zwischen den beiden Polen liegt, gleich sein dem äusseren Nei- 
gungswinl^el der zwei Ebenen, mit dem inneren aber sich zu 180® er- 
gänzen. Wir werden diesen Bogen kurz den Abstand oder die Entfernung 
der beiden Pole nennen. 

, Es ist ferner klar , dass die Pole tautozonaler Ebenen in einem 
und demselben grössten Kreise der Sphäre liegen müssen, da ja die 
Normalen solcher Ebenen sämmtlich in einer durch das Zentrum der 
Sphäre gehenden Ebene liegen. Man nennt einen solchen grössten Kreis 
daher auch den zu der gegebenen Zone zugehörigen Zonenkreis. Na- 
türlich wird jeder Zonenkreis, in welchem der Pol einer Ebene P liegt 
auch durch den Pol der zu P gerade entgegengesetzten Ebene P' gehen, 
und der Abstand der Pole P, P' wird ISO® betragen müssen. Die Nor- 
malen zweier solcher Ebenen fallen ja in eine einzige Linie zusammen. 

Liegt eine Ebene in zwei Zonen, so fällt der Pol dieser Ebene 
offenbar mit dem Durchschnittspunkte der beiden Zonenkreise zusammen, 
die auf der Sphäre der Projektion den zwei Zonen entsprechen : der Pol 
der betrachteten Ebene muss ja in diesen beiden Zonenkreisen liegen. 

Man sieht auch leicht ein , dass ein Zonenkreis seiner Lage nach 
bekannt ist, wenn zwei in demselben liegende Pole gegeben sind ; diese 
zwei Pole bilden mit dem Zentrum der Sphäre drei Punkte, welche ja 
zur Bestimmung der Lage einer Ebene im Allgemeinen hinreichen. Diess 
letztere findet jedoch nicht mehr statt, sobald die drei Punkte in einer 
Geraden liegen; durch die Pole entgegengesetzter Ebenen wird also ein 
Zonenkreis nicht bestimmt, durch zwei solche Pole können vielmehr un- 
endlich viele grösste Kreise gelegt werden. 

Ist das Zentrum der Sphäre, als welches man gewöhnlich den 
Axenmittelpunkt wählt, nicht seiner Lage nach bekannt, so genügt es 
zur Bestimmung eines Zonenkreises der Sphäre, wenn man die Pole 
dreier Ebenen desselben kennt, da man ja durch drei Punkte nur einen 
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einzioren Kreis legen kann. Unter diesen drei Punkten können aber auch 
die Pole entgegengesetzter Ebenen sein. 

In Fällen, wo wir die Winkel der Kanten eines Krystalles zu be- 
trachten haben , werden wir die Kanten ebenfalls zweckmässig bloss 
durch ihre Endpunkte repräsentiren, d. i. durch die Punkte, in wel- 
chen sie die Sphäre der Projektion treffen, wenn sie so parallel zu sich 
selbst verschoben werden, dass sie durch das Zentrum der Sphäre, also 
durch den Axenmittelpunkt gehen. Der Abstand der Endpunkte zweier 
Kanten auf der Sphäre ist natürlich gleich dem ^ inkel, den diese 
Kanten mit einander bilden, • 

Sind P und Q, auf dör Sphäre der Projektion die Pole zweier 
Ebenen , so wird der Endpunkt der Kante dieser Ebenen, von jedem 
Punkte des Zonenkreises PQ, um 90® abstehen. Diese Kante, durch das 
Zentrum der Sphäre gezogen, ist ja nichts anderes als die Axe der 
Zone PQ, und ist daher senkrecht zur Normale jeder Ebene derselben. 
Wir nennen diesen Punkt, in welchen die Kante zweier Ebenen oder die 
Axe der Zone dieser Ebenen die Sphäre trifft, den Pol dieser Zone, 
derselbe steht, wie wii* gesehen, von jedem Punkt des entsprechenden 
Zonenkreises um 90® ab. 

Umgekehrt ist auf der Sphäre der Projektion ein Punkt von zwei 
Punkten eines Zonenkreises um 90® entfernt, so ist derselbe der Pol 
dieses Zonenkreises; denn der zu diesem Punkte gehörige Radius der 
Sphäre steht offenbar senkrecht auf der Ebene des betrachteten Zonen- 
kreises und ist daher die Axe dieser Zone. 



2. Kapitel. 



Das erste Hauptgesetz der KrystallograpMe. 

§. 7. Die Bationalitat der Indices der Erystallflächen. 

Sind mit Bezug auf bestimmte Axenrichtungen die Parameter 
einer Ebene P gleich OA^ OB^ OG^ die einer zweiten Ebene Q aber 
gleich O-HT, OJL, OL^ so kann man offenbar die zweite Ebene statt durch 
ihre Parameter auch dadurch bestimmen, dass man angibt der wievielte 
Theil jeder ihrer Parameter von dem entsprechenden Parameter der 
ersten Ebene P ist. Setzt man daher 

OA OB _^ OG _ 

"Off ~- ' OR—'^' OL ~ ^ 

so wird, falls man die Längen OA^ OB^ OG kennt, durch die Verhält- 
niszahlen Ä, h^ l die Ebene Q, vollkommen bestimmt sein; denn ihre Pa- 
rameter, ergeben sich leicht durch ümkehrung der vorhergehenden 
Gleichungen, welche alsdann werden 



Ja man kann auch die Grössen A, h^ l mit einer beliebigen Zahl 
multipliziren oder dividiren, ohne dass sie aufhören die Lage der Ebene 
Q, zu bestimmen, indem dadurch, wie aus den vorstehenden Gleichungen 
ersichtlich ist, nur die Parameter der Ebene Q, ebenfalls mit der betref- 
fenden Zahl multiplizirt oder dividirt werden, was ja auf die Richtung 
einer Ebene keinen Einflnss hat. Man kann daher auch immer eine der 
drei Grössen h^k^l gleich eins oder gleich irgend einer anderen Zahl 
machen. 
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Sind für eine dritte Ebene Q' die Parameter OH*, 0K% OL*, 
60 wird man, wenn dieselben mit denen der Ebene P verglichen werden, 
ähnlich setzen können 

^A^-h* ^^ -h* ^^ -V 

und die Ebene Q* wird dann gegeben sein durch die Grössen A', k\ l*. 

Man sieht, dass man auf diese Weise alle Ebenen, die einen Kör- 
per einschliessen, durch die Parameter OA, OB, OC einer einzigen 
Ebene, und durch die Verhältniszahlen derselben zu den Parametern 
der anderen Ebenen bestimmen kann. Man nennt alsdann die Grössen 
OA, OB, OC dieAxenlängen und bezeichnet sie der Reihe nach 
meist mit den Buchstaben a, b, c ; die Zahlen h, k, l einer Ebene Q, 
dagegen nennt man die In die es und das Zeichen (hkt) das Symbol 
dieser Ebene. Man kann natürlich auch die Axenlängen, da sie ja nur 
die Parameter einer Ebene vorstellen mit einer beliebigen Zahl multi- 
pliziren oder dividiren; daher man immer eine Axenlänge, gewöhnlich 
die grösste, gleich eins macht. 

Die Erfahrung hat nun gelehrt, dass die Ebenen, welche einen 
Krystall begrenzen, und die wir kurz Kry st allflächen nennen, fol- 
gendem Gesetze unterworfen sind : 

„An einem Krystalle können nur solche Flächen be- 
obachtet werden, deren Indices sich wie rationale Zah- 
len verhalten^ wenn man den Krystall auf ein Axensystem 
bezieht, dessen Richtungen und Längen durch beliebige 
Flächen dieses Krystalles bestimmt werden." 

Wir nennen dieses Gesetz, welches für die Krystallographie von 
der grössten Wichtigkeit ist, das erste Hanptgesetz derselben, 
oder das Gesetz der Rationalität der Indices. 

Wir nennen ferner ein Axensystem, für welches die Flächen eines 
Krystalles dem angegebenen Gesetze gehorchen, dessen Richtungen da- 
her parallel den Durchschnitten dreier Flächen, dessen Längen aber die 
Abschnitte einer vierten Fläche dieses Krystalles sein müssen, ein kry- 
stallographisches Axensystem. Wir wollen auch im folgenden, 
wenn von dem Axensystem eines Krystalles gesprochen wird, immer ein 
krystallographisches verstehen, falls nicht ausdrücklich das Gegentheil 
bemerkt ist. 

Man nennt die drei Axenwinkel und die drei Axenlängen eines 
krystallographischenAxensystems zusammen die Elemente des betref- 
fenden Krystalles. Dieselben stellen nur fünf von einander unabhängige 
Grössen vor, da man ja die drei Axenlängen mit einer beliebigen Zahl 
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multipliziren oder dividiren, und daher immer eine Länge gleich eins 
machen kann. Mit Hilfe der Elemente eines Krystalles kann man alle an 
diesem Kr ystalle möglicherweise vorkommenden Flächen angeben, indem 
ja jede Fläche eine mögliche ist, deren Indices sich wie rationale Zahlen 
verhalten. Da man aber auch die Indices einer Fläche, wie wir gesehen, 
mit einer beliebigen Zahl multipliziren oder dividiren kann, so ist man 
auch berechtigt zu sagen, dass die Indices einer Krystallfläche selbst drei 
ganze rationale Zahlen sind. Denn sind h^k^l die Indices einer Krystall- 
fläche Q, so werden dieselben der Definition zufolge, mittelst Division der 
Axenlängen durch die betreffenden Parameter erhalten, im allgemeinen 
drei irrationale Zahlen vorstellen. Dividirtmannun alle drei, durcfi eine von 

k l 

ihnen, etwa ä, so werden die Indices 1 ^-j-- , -i-, und sollen diese drei Grös- 
sen sich wie rationale Zahlen verhalten, so ist diess, da der erste Index 
jetzt schon für sich rational ist, nur möglich, wenn auch die beiden andern 

kl 
rationale Zahlen sind. Die Brüche -^- und -7- müssen sich daher so 

h h 

abkürzen lassen, dass sie rational und also etwa gleich — und -^ 

° n q 

werden, wo nun m, ri, p, q vier ganze rationale Zahlen bedeuten. Die 

wi t) 

drei Indices der Fläche ö sind alsdann 1 , — ^ ^— oder findem man 

n q 

mit nq alle drei multiplizirt) ng, mq^ np^ in welcher Form sie nun wirk- 
lich drei ganze rationale Zahlen vorstellen. 

Natürlicherweise gibt man die Indices einer Fläche immer in einer 
solchen Form an, wo sie schon auf ganze rationale Zahlen gebracht sind. 
Es zeigt sich aber hierbei, dass die Indices der an Krystallen vorkom- 
menden Flächen, wenigstens für gewisse Axensysteme der Krystalle 
sich meist durch sehr kleine ganze rationale Zahlen wie 0,1,2,3,4, 5, 6... 
ausdrücken lassen und dass höhere Werthe äusserst selten sind. Ge- 
wöhnlich sind auch die an einem Krystalle vorherrschenden Flächen 
diejenigen, welche die niedrigsten Zahlen zu Indices haben. Der Um- 
stand, dass die Indices sich meist durch so niedere Zahlen, wie angege- 
ben, ausdrücken lassen , macht es möglich, auch wenn man für die 
Indices einer Fläche durch Beobachtung nur annähernde Werthe gefun- 
den hat, doch die wahren rationalen Zahlenwerthe derselben anzugeben. 
Denn sind A, k^ l für eine Fläche irgendwie durch die Beobachtung, 
etwa durch direkte Messung der Parameter bestimmt, so werden 

kl 
wir zwar finden , dass die Brüche -^- und -^ nicht absolut rational 

h n 
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sind, dass aber doch jeder dem Verhältnisse zweier einfachen rationalen 
Zahlen nahe kommt, und diess Verhältnis wird daher der wahre Werth 
des Braches sein. Finden wir z. B. durch die Beobachtung 

A= 1-310, -^== 1-986, 

4 

so ist klar, dass der richtige Werth des ersten Bruches -- ist , in- 

o 

13 

dem — , welches allerdings der Beobachtung näher kommt, schon zu 

hohe Zahlen enthält. Der genaue Werth des zweiten Bruches wird 2 

4 

sein, und die Indices der betreffenden Fläche werden daher 1, — , 2 

o 

oder 3, 4, 6. 

Dividirt man, «um die Parameter einer Fläche zu erhalten, die drei 
Axenlängen a, ft, c eines Krystalles durch die Indices h, k, l dieser 
Fläche, wo aber ä, k^ l schon drei ganze rationale Zatlen bedeuten sol- 
len, und multiplizirt man alsdann die drei Parameter mit dem Produkte 
MZ, so werden dieselben 

kla^ Ihby hkc. 

In dieser Form stellen nun die Parameter ganze rationale Viel- 
fache der Axenlängen vor. Man kann sich daher von den Flächen, die 
an einem bestimmten Krystalle möglich sind , auch dadurch eine Vor- 
stellung machen, dass man sich auf den Axen des Krystalles zu beiden 
Seiten vom Mittelpunkte die Axenlängen 1, 2, 3, 4 . . . mal aufträgt 
dann von den so bestimmten Punkten auf jeder Axe einen auswählt, und 
die letzteren drei Punkte durch gerade Linien verbindet. Indem man 
alle möglichen Kombinationen der Punkte vornimmt, erhält man die 
Durchschnitte aller möglicher Flächen mit ihren betreffenden Oktanten. 

Sind alle Indices einer Fläche gleich eins, ist ihr Symbol also (111), 
so wird diess offenbar die Fläche sein, deren Parameter die Axenlängen 
bestimmen, denn die Parameter dieser Fläche sind ja 

a .b c 

T'T' T- 

Liegt eine Fläche nicht in demselben Oktanten mit der Fläche (111), 
so müssen natürlich einer oder mehrere ihrer Indices negativ werden. 
Man bezeichnet einen negativen Index dadurch, dass man das— Zeichen 
über denselben setzt. So hat z. B. die Fläche (^hkl) die Parameter 

a b c 
~ X' X' T- 
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Aendert man die Vorzeichen der drei Indices einer Fläche in die 
entgegengesetzten um, so erhält man das Symbol einer zur ersten pa- 
rallelen Fläche im entgegengesetzten Oktanten. Durch die Aenderung 
des Zeichens der Indices werden nämlich ja auch die Zeichen der Para- 
meter in die entgegengesetzten umgewandelt. 

Wird ein Index für eine Axe gleich Null, so bedeutet diess, dass 
die Fläche parallel der entsprechenden Axe ist, denn z. B. für die 
Fläche (?tkO) hat man die Parameter 

a b c 

"P "F' T ~ " * 

Werden zwei Indices gleich Null, so ist die Ebene parallel zweien 
Axen, also auch parallel der betreffenden Ebene dieser Axen. So ist 
(ÄOO) oder was dasselbe (100) das Symbol einer Fläche parallel der 
Axenebene YZ, Die Ebenen ZX und JCF sind parallel den Flächen 

CPIO) und (001). 

Aus dem Gesagten ergibt sich sehr leicht, dass nach der im §. 2 
gegebenen Definition für einen bestimmten Krystall das Hexaid der 
Inbegriff der Flächen 

100 010 001 
100 OIO 001 

sein wird. Das Oktaid dagegen wird aus den Flächen 

111 111 111 111 

111 in III III 

und das D o d e k a i d aus den Flächen 

HO 101 011 110 101 011 
110 lOT OTI 110 Ol 011 

bestehen. Die Symbole der Flächen dieser drei Gruppen sind also un- 
abhängig von den Elementen und sie werden daher auch noch gelten, 
wenn die Winkel der Axen rechte und die Längjen derselben einander 
gleich werden. Alsdann gehen aber diese Flächenkomplexe in das regu- 
läre Hexaeder, Oktaeder und Dodekaeder über, und es zeigt sich, dass 
im Einklänge mit dem Gesetze der Rationalität der Indices die Be- 
grenzungsebenen dieser drei stereometrischen Gestalten, Flächen eines 
und desselben Krystalles sein können: freilich müssen die Elemente 
eines solchen Krystalles besondere Bedingungen erfüllen. 

Wir können das Verhältnis der Axenlängen statt durch" die 
Parameter der Fläche (111) auch durch die Parameter Off, OK, OL 
einer beliebigen anderen Fläche Q bestimmen, wenn wir nur die Indice:^ 
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h^k^l der letztem kennen; denn es muss ja dem Vorhergehenden 
zufolge 

a:b:c =h. OH:k. OK: L OL 

sein. Eine Ausnahme macht nur der Fall, in welchem die Fläche Q pa- 
rallel einer Axe, also ihr Symbol etwa (hkO') wird; wir erhalten als- 
dann aus den Parametern OjBT, OK, oo der Fläche Q nur das Verhält- 
nis zweier Axenlängen, nämlich 

a:b = h. OHik, OK 

Kennen wir aber gleichzeitig die Parameter einer Fläche RCpQr)^ 
die parallel einer andern Axe ist, so können wir wieder das Verhältnis 
aller drei Axenlängen ermitteln. Denn sind die Parameter der Fläche 
R die Grössen OP, o«, OÄ, so hat man 

a:c = p. OPir.OR 

Aus dieser und der vorhergehenden Proportion' ergibt sich aber 
leicht 

a:h:c = lp. OH. OR : kp.OK, OR : Ir, OH. OP 

§. 8. Sichtung der Durchschnittslinie zweier Ebenen, bestimmt 
durch die Indices der letzteren. 

Lassen wir die Durchschnittslinien zweier Ebenen durch den 
Axenmittelpunkt gehen, und die Diagonale eines Parallelopipeds sein, 
dessen Seiten parallel den drei Axen sind, so ist uns die Richtung der 
Durchschnittslinie bekannt , falls' uns nebst den Axenwinkeln das Ver- 
hältnis der drei Seiten des Parallelopipeds gegeben sind. 

VTir haben im §. 3 gezeigt, wie man die Längen dieser Seiten aus 
den Parametern der zwei sich schneidenden Ebenen bestimmen könne. 
Wir wollen nun in den betreffenden Gleichungen die Parameter durch 
die Axenlängen und die Indices der zwei Ebenen ausdrücken. Die zwei 
gegebenen Ebenen seien P (efg) und Q, (hkl)^ die Axenlängen aber 
a, h, c. Die Parameter der beiden Ebenen sind alsdann 

OH = --, O^ = -^, Oi = — 

und die Seiten des betreffenden Parallelopipeds nach §. 3 somit 

ou - ^ ^- = ^±-y± --. -"- 

~ OK. OL' OL.OK- bc bc 
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J^ 1 _ gh--el 

ZÖW OH. OL* ~ ca 

1 1 eifc— A/ w 



^^ — OL,OS' OH. OL* ca ca 

0W = 



OH. OK* OK. OH* ~ ah ab 

Da wie wir in demselben Paragraphe gesehen, die Richtnng der 
Diagonale nicht geändert wird, wenn man die drei Seiten mit derselben 
Grösse maltiplizirt oder dividirt, so werden diese Längen, indem man 
sie mit dem Produkte dhc multiplizirt, 

au, ftv, cvf 

Die zur Abkürzung mit u, \r, w bezeichneten Grössen sind aus 
den Indices der beiden Ebenen auf eine Weise gebildet, die durch nach- 
folgendes Schema dem Gedächtnisse eingeprägt werden kann: 

e f 9 ^ f 
XXX 

h h l h k 

fl — gk gh — el ek—fh 
u V w 

Man sieht auch leicht ein, dass sobald nur die Indices der beiden 
Ebenen rational werden, diese Ebenen also mögliche Flächen eines 
Krystalles sind, auch die Grössen u, v, w rational werden. 

Aus dem in diesem Paragraphe Entwickelten geht somit hervor, 
dass, um die Richtung der Durchschnittslinie der beiden Ebenen P 
und Q zu bestimmen, man aufjden Axen, deren Längen respektive 
u, V und w inal mit Berücksichtigung des Vorzeichens dieser Grössen 
aufzutragen, und über diese Linien ein Parallelopiped zu errichten 
habe, in welchem die Verbindungslinie des Axenmittelpunktes mit 
dem gegenüberstehenden Ecke die gesuchte Richtung der Durchschnitts- 
linie gibt. 

§. 9. Beziehungen zwischen den Indices tautozonaler Ebenen. 

Wie wir schon im §. 4 bemerkt haben, muss für die Parameter 
und folglich auch für die Indices dreier Ebenen, welche in einer Zone 
liegen sollen, eine gewisse Bedingungsgleichung bestehen, deren .Form 
in diesem Paragraphe aufgefunden werden soll. Wir erhalten diese Be- 
dingungsgleichung aber leicht durch folgende Betrachtung. 

Die drei Ebenen 

P ißfg\ Q (ÄÄ:Z), B Qpqr^i 
werden offenbar in einer Zone liegen, sobald nur die Durchschnitt&linie 
der Ebenen P und Q parallel der Durchschnittslinie von Q, und R ist, 
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denn alsdann sind alle drei Ebenen parallel ein und derselben Richtun|t 
und daher tautozonal. Damit aber diese beiden Durchscbnittslinien 
einander parallel seien, ist es^ wenn wir uns die Richtung derselben 
mit Hilfe zweier Parallelopipede nach den Regeln des vorhergehenden 
Paragraphes konstruiren, offenbar nothwendig, dass die betreffenden 
Diagonalen der Parallelopipede zusammenfallen, weil sie beiäe durch 
ein und denselben Punkt, den Axenmittelpunkt gehen. 

Nach dem im §. 3 Gesagten werden aber die Diagonalen der bei- 
den Parallelopipede zusammenfallen, sobald die Seiten der letzteren 
sich nur durch einen konstanten Faktor unterscheiden. Für die ange- 
nommenen Symbole der Ebenen P, Q, M sind nun die Seiten des 
Parallelopipedes, welches die Durchschnittslinie [P Q] bestimmt, 

a (^fl ~ ^Ä:), b (^gh — el^, c Qek — fk') ; 

die entsprechenden Ausdrücke für die Linie [QÄ] aber 

a (kr — Zg), b (Ip — /ir), c (hq — kp). 

Sollen also die drei Ebenen P, Q, R tautozonal sein, so müssen 
ihre Indices die Gleichungen 

C (fl — gk") = kr — Iq \ 

CCgh— el) =lp —hr \ (I) 

C (ek — fh) =hq — kp j 

erfüllen, in welchen Ceinen konstanten Faktor bedeutet,. und in welche« 
die Axenlängen a, b, c nun nicht mehr vorkommen, da sie rieh in den 
beiden Theilen der einzelnen Gleichungen aufheben. 

Multipliziren wir die erste dieser Gleichungen mit «, die zweite 
mit /, die dritte mit g und addiren sie, so erhalten wir schliesslich als 
gesuchte Bedingungsgleichung 

= eÄ:r — elg -\-ßp — fhr -f- ghq — gkp .... (2) 
in welcher Form sie vollkommen symmetrisch nach den Indices der drei 
Ebenen ist. Wir sehen sogleich, dass die Bedingung, unter welcher drei 
Ebenen tautozonal sind, unabhängig ist von den Richtungen und Längen 
der Axen. Erfüllen also die Indices dreier Flächen eines Krystalles diese 
Bedingungsgleichung, so sind diese Flächen tautozonal, wie auch immer 
das Axensystem dieses Krystalles beschaffen sein möge. Setzen wir wie 
im vorhergehenden Paragraphe 

n=zfl — gk 

\ =gk — el 

w = efc — fh 
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so kann man die Gleichung (2) auch so schreiben 
(3) , ...\ip-\-yq'{-wr=o 

Da nun die Grössen u, v, w nur von den Indices der Ebenen I^ und 
Q abhängen, so lässt die Gleichung (3) sehr klar die Bedingung 
erkennen für die Indices irgend einer andern Ebene Cjpg'r), welche in 
einer Zone mit P und Q liegen soll. Sind die Ebenen P und Q Kry- 
stallflächen, ihre Indices also ganze rationale Zahlen, so sind ersicht- 
lich auch die Grössen u, v, w ganze rationale Zahlen. Die Bildungsweise 
der letzteren Grössen aus den Indices der Ebenen P und Q haben wir 
schon im vorhergehenden Paragraphe angegeben. Bestimmen wir uns 
aber diese Ausdrücke für zwei andere Flächen der Zone [P $], so 
können sich die so erhaltenen Werthe von u, v, w nur durch einen kon- 
stanten Faktor von den früheren unterscheiden; die Grössen au, ftv, cw 
geben ja die Durchschnittslinie zweier Ebenen, diese hat aber für je 
zwei Ebenen einer Zone immer dieselbe Richtung. Man kann daher auch 
die Grössen u, v, w mit einer beliebigen Zahl multipliziren oder divi- 
diren, falls dieselben nur die Richtung der Zonenaxe bestimmen sollen. 

Wir können aber immer mit denselben die Symbole aller Flächen 
eines Krystalles angeben, die in der Zone der zwei Flächen P und Q 
möglich sind; wir haben nur für q und r je zwei der Zahlen 0, 1, 2, 
3, 4 .... zu setzen, für p aber den alsdann aus Gleichung (3) resul- 
tirenden Werth zu nehmen, wenn Qpqr^ allgemein das Symbol der 
gesuchten Flächen vorstellt. 

Man ersieht leicht, dass wenn die Gleichung (3) durch die Indices 
einer Ebene Q erfüllt wird, dies auch dann noch der Fall ist, wenn die 
Indices mit entgegengesetzten Zeichen genommen werden. Liegt daher 
die Fläche Q eines Krystalles in irgend einer Zone desselben, so liegt in 
dieser Zone auch die zu Q parallele Fläche des entgegengesetzten 
Oktanten. 

Die Grössen u, v, w müssen aber für jede Zone eines und desselben 
Krystalles verschiedene Werthe haben, denn wären dieselben für zwei 
Zonen gleich, so müssten die Flächen der einen Zone auch mögliche 
Flächen der andern sein, da ja die Indices dieser Flächen die gemein- 
same Bedingungsgleichung beider Zonen erfüllen; diess hiesse aber 
offenbar so viel als, die beiden Zonen sind identisch mit einander und 
sind keine verschiedenen. 

Wir nennen die Grössen u, v, w, welche wie wir gesehen, die Zone 
|PQ] vollkommen bestimmen die Indices dieser Zone, das Zeichen 
|u V w] aber das Symbol derselben und haben so für eine Zone die 
gleichwerthigen Bezeichnungen : 
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[PQ] = [ÄJtZ, pqr] =:= [u V wj 

Werden einer oder mehrere der Indices einer Zone negativ, so 
druckt man diess durch einen über die betreffend^ Grösse gezogenen 
Strich aus. 

Vertauscht man in dem für die Berechnung von u, v, w gegebenen 
Schema die Indices der Flächen P und Q, so wird man offenbar fiir u, v, \r 
dieselben Werthe wie früher aber mit entgegengesetzten Zeichen 
erhalten; wir können daher schreiben 

In dem Nachfolgenden werden wir sehen, dass es bisweilen von 
Interesse ist, den konstanten Faktor zu kennen, durch welche sich die 
Indices einer Zone unterscheiden, je nachdem dieselben aus verschie- 
denen Flächen dieser Zone berechnet werden. Sind P (jdfg) , Q (ÄikZ), 
P' {ß'f9'\ Q! {WkfV) vier tautozonale Flächen, so bezeichnen wir 
die Grösse 0, die man erhält, wenn man einen Index [PQ] durch den 

entsprechenden von [P' Q'] dividirt, durch das Symbol pp^ 1 und 

haben also 



c = - 



gh — el 



ek 



fp_ rPQ 



[P'Q'l 



W 



fV-g'k'~g'h^e'V e'k'—f'p' \_P'Q'. 

Um die Grösse zu berechnen, würde einer dieser drei Brüche 
genügen; allein es kann geschehen, dass sogar zwei dieser Brüche die 

unbestimmte Form -rr annehmen, wo dann erst der dritte den wahren 

Werth von C gibt. Soll daher der letztere Werth mit möglichst wenig 
Zeitverlust berechnet werden, so ist es am besten, man berechnet sich nach 
dem gegebenen Schema gleich alle drei Indices der beiden Zonensymbole 
[PQ] und [P Q'], wo man dann leicht den gemeinsamen Werth des 
Quotientes der entsprechenden Indices erkennt. Die Operationen zur 
Ermittelung des Werthes von C sind also successive 

h k l h k 

XX X 
p q r p q 



\PQr\ _ T hki, pqr i ^ 
IPQ'] Ih'k'l'.p'qr'j 



A' k* V h' k' 

XXX 

pi q^ r' p' q' 

Nur hat man bei der Ausführung dieser Operationen immer die 



LuS V', 



w 1 



richtige im Symbole p ^ angedeutete Ordnung der Flächen 



zu 
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bewahren. Mit Hilfe der Gleichung (4) ergibt «ich leicht die Richtig- 
keit der nachfolgenden 

[P'Q J "" IP'Q'J ~ IQ'P J~ IPQ J 

Aus derselben Gleichung ersieht man aber auch, dass sobald nur 
P, Q, P , Q' Krystallflächen sind, C eine rationale Grösse ist. 

Um schliesslich noch ein Zahlen-Beispiel zu geben, so überzeugt 
man sich, dass die Flächen (Sil), (201), (314) tautozonal und das 
Symbol ihrer Zone [152J ist. In dieser Zone liegen daher auch die 
Flächen (025), (5T0), (TIS) u. s. f. 

§. 10. Werthe der Indices einer Ebene, die in zwei Zonen liegt. 

Liegt eine Ebene R in zwei Zonen, deren Symbole [hkl] und 
[u V w] sind, so hat man für die Indices p^ q^ r dieser Fläche zwei Be- 
dingungsgleichungen , wodurch die Indices derselben vollkommen 
bestimmt sind, da sie ja nur zwei variable Grössen vorstellen. Man hat 

hp -\-\g -{-\r = 
ujp -j- vg' ~|- wr = 

hieraus findet man leicht 

kw — Iv 



p=r- 



hv— ku 
lu— hw 



hv — ku 
Da man nun einen der Indices einer Ebene beliebig annehmen 
kann, so können wir l gleich dem gemeinschaftlichen Nenner dieser 
zwei Brüche setzen und erhalten so 

^^ = kw ~ Iv 
^ = lu — hw 
r = hv — ku 

durch welche Gleichungen also die Indices eine Ebene gegeben sind, die 
in zwei bekannten Zonen liegt. Für die Bildung derlndices^,g',r aus den 
Symbolen der beiden Zonen hat man dasselbe Schema wie für die Bil- 
dung der Indices der Zonen selbst; man hat 

h k 1 h k 

XXX 
u v W U V 

kw-lv, lu-hw, hv-ku 
p q r 
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Man sieht auch sogleich, dass wenn die beiden Zonen einem Kry- 
stalle angehören, ihre Indices also rationale Grössen sind, diess auch 
von den Indices der Ebene, welche in diesen beiden Zonen liegt, gelten 
muss, und dass daher eine solche £bene stets eine mögliche Fläche des 
Krystalles ist. 

So findet man z. B., dass in den beiden Zonen fl52] und [120] 
die Fläche f423), in den beiden Zonen [121] und [310, I02] aber die 
Fläche (412) liegt. 

§. 11. Aendemng der Azenlängen. 

Hat man mit Hilfe von vier Flächen die Elemente eines Kry- 
stalles bestimmt, so kann man, wie wir gesehen, durch Multiplikation 
der Axenlängen mit einfachen ganzen Zahlen sämmtliche an diesem 
Krystalle mögliche Flächen ableiten. Bestimmt man nun durch irgend 
welche dieser möglichen Flächen ein Axensystem, so müssen nach dem 
gegebenen Wortlaute des ersten Grundgesetzes die Flächen des Kry- 
stalles auch jetzt noch diesem Gesetze genügen. Es liegt hiebei die 
Frage nahe, ob dies denn allgemein geometrisch möglich ist oder ob 
nicht wenigstens die ursprünglichen Elemente gewisse Bedingungen 
erfüllen müssen. Allein wir werden sehen, dass die ursprünglichen 
Elemente ganz willkürlich sind, indem wir folgenden Satz beweisen 
werden : Genügt ein Komplex von Ebenen mit Bezug Auf ein Axen- 
system gebildet aus vier dieser Ebenen dem Gesetze der Rationalität 
der Indices, so genügt er diesem Gesetze auch für jedes Axensystem, 
das von vier anderen Ebenen des Komplexes gebildet wird. 

Wir werden die Richtigkeit dieses Satzes nachgewiesen haben, 
.wenn wir gezeigt, dass der Komplex von Ebenen dem Gesetze der Ra- 
tionalität auch noch gehorcht,, sowohl wenn wir die Axenlängen durch 
irgend eine andere Ebene bestimmen, als auch dann, wenn wir zu einer 
Axenebene eine andere Ebene des Komplexes wählen. Gilt nämlich der 
der Satz für die Aenderung einer Axenebene, so gilt er auch für die 
Aendemng aller Axenebenen, wir brauchen ja nur die Vertauschung der 
Axenebenen successive vorzunehmen, wo dann jedesmal der für die 
Vertauschung einer Axenebene bewiesene Satz gilt ; das Resultat wird 
aber dann doch diess sein, dass wir schliesslich drei neue Ebenen zu 
Axenebenen gemacht haben, daher der Satz dann auch für diesen Fall 
gelten muss. 

Wir wollen in diesem Paragraphe nur die erste Hälfte des Beweises 
geben,näHilich zeigen, dass der aufgestellte Satz gilt, wenn man die Axen- 
längen nicht mehr durch die Ebene T(i 11) sondern durch irgend eine andere 



— 32 — 

Ebene R (efg^ des Komplexes bestimmt. Nennt man die Axenlängen 
im ersten Falle a, b^ c im zweiten öp', h\ &^ so ist offenbar der Definition 
der Indices zufolge, da ja a\ h\ & die Parameter der Ebene R sind 

CO »' = ". '--j. ''~'i 

Es fragt sich nun, welches Symbol wird irgend eine andere Ebene 
Q, (^pqr) mit Bezug auf die neuen Axenlängen erhalten. Da die Para- 
meter dieser Ebene dieselben bleiben, welche Axenlängen man auch 
zu Grunde legt, wenn nur nicht die Axenrichtungen geändert werden, 
so hat man, wenn (jp'gV) das Symbol der Ebene Q mit Bezug auf die 
neuen Axen ist, 

a' a b^ b & _ c 

p* p ^ q* q ^ r' r * 

Hieraus findet man mit Rücksicht auf die Gleichunien (1) 

(2) . . : . . P' = f , ^ == f, r' = j-. 

Sind nun p, q^ r, ä, k, l rationale Grössen, so müssen diesen Glei- 
chungen zufolge auch p% q\ r' rational sein, womit wir da R eine ganz 
beliebige Ebene des gegebenen Komplexes vorstellt, die Richtigkeit des 
aufgestellten Satzes für die blosse Aenderung der Axenlängen 
bewiesen haben. 

Aus den Gleichungen (1) und (2) ersieht man auch, dass um die 
neuen Axenlängen und Indices zu finden, man bloss die alten Werthe 
derselben durch die entsprechenden Indices der Ebene zu dividiren hat, 
welche nunmehr die neuen Axenlängen bestimmen soll. Da man zur 
letzteren Ebene jede wählen kann, deren Indices ganze oder gebrochene 
rationale Grössen sind, so kann man auch sagen: ,^Man kann ohne einen 
Fehler zu begehen, die Axenlängen und die Indices sämmtlicher Flächen 
eines Krystalles gleichzeitig der Reihe nach mit drei beliebigen ratio- 
nalen Zahlen raultipliziren oder dividiren.'' 

Wählt man von diesen drei Zahlen eine oder zwei gleich eins, 
so werden ersichtlich nur zwei oder eine Axenlänge geändert. 

§» 12. Aenderung der Axenebenen. 
Wir haben jetzt zu beweisen, dass der im vorhergehenden Para- 
graphe aufgestellte Satz auch für die Aenderung einer der Axenebenen 
gilt. Es seien in Fig. 6 — OJT, OY^ OZ die Axenrichtungen, parallel 
den Durchschnitten der Ebenen t7 (100), FCOlO), TT (001), 
(1) OA^a, OB^b, OC=^c 
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aber die Parameter der die Axenlängen bestimmenden Ebene T(lll). 
Statt der Ebene U soll eine Ebene P (hkl) zur Axenebene gewählt 
werden, nnd die Frage ist nun die, welches die Indices irgend einer 
Ebene Q (j>gr) mit Bezug auf die neuen Axenrichtungen sein werden. 
Wir bezeichnen die Indices der Ebene Q für die neuen Axen einstweilen 
mit p% j', r' und denken uns zur Ermittlung ihrer Werthe die Ebenen 
T, P, Q parallel zu sich selbst so yerschoben, dass sie sämmtlich die 
ursprüngliche Y Axe in demselben Punkte B schneiden. Wir haben 
alsdann für die Ebene P etwa die Parameter 



0J? = 


k 


0B= 


■h 


0F = 


k 


für Q aber 












0H= 


•f. 


0B = 


b, 


0L== 


r 



(2) 



(3) 



die Durchschnitte der drei Ebenen P, (010), (001) oder EBF^ XOZ^ 
YOX schneiden sich aber in den Linien EX^ EB^ EFy und diess sind 
also unserer Annahme zufolge die neuen Axenrichtungen, auf welche 
der Komplex bezogen werden soll. Nennen wir M den Durchschnitts- 
punkt der Linien AC und EF^ so werden die neuen Axenrichtungen von 
der Ebene Tin den Entfernungen 

a' = EA, b' = EB, c' = EM (4) 

geschnitten, welche Linien ersichtlich die Längen der neuen Axen sein 
werden, da wir ja annehmen, dass nach wie vor die Axenlängen durch 
die Ebene T bestimmt werden. Ist ferner N der Durchschnittspunkt 
der Linien HL und EF, so sind EH, EB, EN die Parameter der 
Ebene Q, mit Bezug auf das neue Axensystem und folglich 

P ~'ES EH'^~1EB~' ^ ~ EN ~ EN ' ' ^^^ 

Um nun die Grössen jp' q^ r' durch die ursprunglichen Indices der 
Ebenen P und Q auszudrücken, ziehen wir durch M und N Parallele 
mit OZ, welche also in der Ebene XOZ liegen und die Linie OX in 
zwei Punkten G und K schneiden werden. Alsdann finden wir aus 
ähnlichen Dreiecken leicht die folgenden Proportionen : 

EM : EN= EG : EK= CEO + GO):CEO + iSTO) . (6) 
GM: FO =EG:EO^ CEO +Ö0) : EO j 
GMiCO ^AGiAO^CAO + GO-jiAO ] ' ' ' ^^^ 
KN: LO^HK:HO = (HO + KO) : HO 



KNiFO^EK:EO^(EO-{-KO:i.EO ( • • • ^8) 



Lang, Kryttallof raphie. 
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Aus den Proportionen (7) erhält man nun darch Elimination von GM 

(9) OG^AO.HO. ^o.PÖ-CO.EO 

und ebenso aus den Proportionen (8) durch Elimination von KN 
(10) OK==:HO.EO FQSO-LO.EO 

Setzt man diese Werthe von OG und OK in die Proportion (6), 
so erhält man nach gehöriger Reduktion 

,_ JEM_CO A O-'EQ FO . HO--JEO . LO 
tiiJ^ — 'EN~'LO' • HÖ^^^EÖ ' JÖTF'O-^CO . EO 

fär den Index p' hat man aber einfach 

4E AO — EO 



(12) !>' = 



EH ~ HO — EO 



Ersetzt ipan nun in diesen Ansdrücken für p* und r* die eingehen 
Linien durch ihre Werthe aus den GleichuQgep (1), (2) und (3), 
so findet man 

y hq — kp 

(13) ]^'«1 

I ^ h — k hr—lp 

\ A — l hq-'hp 

Aus diesen Gleichungen ersehen wir, dass unter der gemachten 
Annahme auch die neuen Indioes der Ebene Q rationale Grös&en sind. 
Was aber von der Ebene Q, gilt, gilt offenbar auch von jeder anderen 
Ebene des betrachteten Komplexes, und wir haben somit bewiesen, 
dass, wenn ein Komplex von Ebenen für gewisse A^enebenen d^m Gesetze 
der Rationalität der Indices gehorcht, diess auch noch dann stattfindet, 
wenn wir zu Axenebenen nur zwei der ursprünglichen und irgend eine 
£^ndere Ebene des Komplexes wählen. Hiemit haben wir aber nach den 
Bemerkungen des vorhergehenden Paragraphes auch schon bewiesen, 
dass der angeführte Satz selbst dann noch gilt, wenn wir für alle 
drei ursprünglichen Axenebenen andere Ebenen des Komplexes dazu 
wählen. Man braucht, wie gesagt, um die Richtigkeit dieser Behauptung 
einzusehen, sich die Aenderung der Axenebenen nur successive ins Werk 
gesetzt denken» 

Allein wir wollen doch die >etreffbnden Formeln auoh iär den 
Fall der Aenderung aller drei Axenebenen entwickeln, indem uns die- 
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selben für das Nachfolgende von Nutzen sein werden. Die Aufgabe ist 
also die, welches werden die Indices der Ebene Q, {pqf) werden, wenn 
zu Axenebenen nicht mehr die Ebenen 17(100), F(OIO), PF (001), 
sondern die Ebenen -Pi (Ai A^i ^i), P% (A«*^«^)? i^a (A3 fcgZj) gewählt 
werden, die Axenlängen aber immer durch dieselbe Ebeoe bestimmt 
werden? Lassen wir vorerst zwei Axenebenen F, TTungeändert, und 
wählen bloss statt der dritten U die Ebene Pj, zur Axenebene, so 
lehren ans die Oleichuügen (13), dass für diese Axenebenen die Indices 
der Ebene Q, werden 

^y_ — feij> + *ig 

^ ~-*i +Ai } (14) 



-h +Ai 

falls wir sie alle drei noch mit der Grösse ^^i*^" multipli- 

— fc, +Ai 

ciren, was ja gestattet ist. Aehnlich werden mit Bezug auf diese Axen- 
ebenen die Indices der Ebene Pj 

A2'=A2 

' - -kr +A, \ (15) 

—k +Ai 

da ja die Gleichungen (14) für eine beliebige Ebene des Komplexes 
gelten müssen. "Wir haben also jetzt als Axenebenen die Ebenen Pj, F,TF 
und mit Bezug auf dieselben die Symbole Q (p'q^r*) und P2 0^^!^%'^* 
Ersetzen wir nun von diesen drei Axenebenen die Ebene V durch die 
Ebene P2, so können wir um alsdann die Indices der Ebene Q, zu be- 
stimmen wieder die Formeln (13) anwenden; wir haben nur in den- 
selben die folgende Yertauschung der Buchstaben vorzunehmen: 

Ai fci ^1 P i ^ p^ gf r^ 

V h* V ff' 2>' r' j" p" r" 

wo p", j^", r" die neuen Indices der Ebene Q sind. Wir erhalten somit 

P - _V-f-V^ (16) 

3* 
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Setzt man in dem rechten Theile dieser Gleichungen für p', q\ r' 
und V? Vj ^' ^^rß Werthe ans den Gleichungen (14) und (15), so 
erhält mau nach gehöriger Reduktion 

_ hp — thq 



Diese Gleichungen geben uns ersichtlich die Werthe der Indices 
von Q(,pqr), wenn von den Axenebenen zwei derselben Z7(100), F(010) 
durch die Ebenen PiOiileil{) und ^2(^2*^^) ersetzt werden. Es ist 
klar, dass uns diese Gleichungen durch ihre Form auch sogleich die 
Indices A3", ^3", V' angeben werden, welche die Ebene P3 in Bezug auf 
diese neuen Axenebenen erhält. Es wird also sein 



(18) . (fe3" 



ÄJg — '»2 
— feiÄ3 4. Äifcg. 



f 7 // 



-^ fc, + Ä, 

(fe, ?2 ~ ftfeg) A3 +(?i&2 — ^1^) ^3 + Chh—^M h 

^1^2 — ^1^2 + ^1*2 — AiZ2 + Aii;2 — ^1*2 

Mit Bezug auf die Ebenen P^, P25 ^ haben wir die Symbole 
Q(;?"^'V") und P3(A3''Jfc3"V0; wenn wir daher statt der Ebene TT die 
Ebene P3 als Äxenebene wählen, so werden wir die geänderten Indices 
p'", q''% r*" der Ebene Q mit Hilfe der Gleichungen (14) wieder finden, 
wenn wir in denselben nur die folgende Vertauschung der Buchstaben 
vollziehen:. 

hl k^ li p q r p* q' r' 
h" V A3" ^" 9'* P*' ^"' 2'" JP'" 
Wir finden alsdann 

^ ~ -h" + h" 

Ersetzen wir in diesen Gleichungen nun p", q", r" und A3", h^", 
I3" durch ihre Werthe aus den Gleichungen (17) und (18), so erhalten 
wir schliesslich 
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li. ^ (Ml — y^^Pp + (^3^1 — ^^1) q + (^3^1 — fe3^l)<^ [ J-2Q. 

fcjig ilfc2 -f- ^1^2 — ÄjZ2 ~|~ Äjfc2 — ^1^2 

Mit diesen Gleichungen ist unsere Aufgabe gelöst; sie geben uns 
nämlich die Indices einer Ebene QQpqr')^ wenn wir die ursprüng- 
lichen Axenebenen der Reihe nach durch die Ebenen Pi(Aifci?i), 
P2 (^^2^2)? -^3 ('*2^3^3) ersetzen. Wir sehen aus diesen Gleichungen 
auch, was wir übrigens schon voraus gewusst, dass, sobald nur die 
Indices dieser Ebenen rationale Grössen sind, es auch die Indices der 
Ebene Q für die geänderten Axenebenen sind. 

Die Gleichungen (20) lassen sich in einer etwas einfacheren Form 
dadurch darstellen, dass man in denselben die Indices derjenigen Zonen 
einfahrt, denen die neuen Axenrichtungen parallel sind. Wir setzen also 



[^^2^3] = KviW,] = [fc2^3 — ^^3, hh — hh^ M3 — ^2^3] 
[P3P,] = [U2V2W2] = [kj^i — 4*1, ^3*1 — ^3^1, h^k^ — k^h^ 

[P1P2] = [^3^3^33 = [*l^ — ^^2» ^1*2 — Kh^ hh — *^lÄ2] 

wodurch die Gleichungen (20) die folgende Form annehmen: 



.(21) 



p"' = 



Ul + Vi + Wi 



qui^ U2p + V2g + W2r 

a2 + V2 + W2 ,' 
rio ^ ^3j> + V3g + W3^ 

U3 + V3 + W3 

§. 13. Aendemng aller Ebenen, die ein Axensystem bestimmen. 

Der Vollständigkeit halber wollen wir auch noch die Formeln für 
den Fall entwickeln, dass gleichzeitig nicht nur die Axenebenen, son- 
dern auch die Ebene, welche die Axenlängen bestimmt, geändert werden. 
Die Aufgabe ist also jetzt folgende: 

„Es sollen für eine Ebene Q (pqr) die Werthe Pq^ g'oj ^0 ^^^^^ 
Indices gefunden werden, falls man die Axenlängen durch die Ebene 
^(ßf9\ die Axenrichtungen aber durch die Durchschnitte der Ebenen 
Px(hik^l{)r Pidh^th^t ^3(^3*^3^3) bestimmt. 

Wir setzen wie im vorhergehenden Paragraphe 
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[P3PJ = lih^^h^ iKhhy] = Kv,w,] 

Nehmen wir nun zuerst die Aenderung der Axenlängen vor, so 
geschielt diess dadoreh, dass wir die Indices einfach der Reihe nach 
durch die Indices der Fläche R dividiren. Das Symbol der Fläche Q 

wird somit f — , -~, — ). Dasselbe haben wir aber mit den Flächen 

P\t ^%i P^ zu thun. Hiedurch werden, wie man sich leicht mit Hilfe 
der Gleichungen (21) des vorhergehenden Paragraphes überzeugt, die 
Symbole der Zonen, welche als neue Axen gewählt werden sollen 



[^•^j=[Ä' 1-.' 9] 



Aendem wir aber jetzt auch die Axearichtttn{en, so erhalten wir 
die Indices 2?ih Jo? ^0 ^^^ Hilfe der Gleichungen (22) des vorhergebenden 
Paragraphes, falls wir nur für die ursprünglichen Indices der Fläche Q 
und der Indices der zu den Axenrichtungen gewählten Zonen die rich- 
tigen Werthe setzen. Im gegenwärtigen Falle sind also in den Glei- 
chungen (22) die Gröe&en p, j, r respektive durch «, /, ^, die Indices 
der Zonen aber durch /^, ge^ efzM dividiren; diess gibt nach gehöriger 
Reduktion als Lösung unserer Aufgabe die Gleichungen: 

^ Ul^ + Vlg + Vl^ 

M +Vi/+Wi5r 

^ U2j? + V2g + W2r 

^^ "^ m^e -I- V2/ + W25^ 

^ ^ PaP + Vag i- v^ 
® ujö 4.va/+ Wa^r 

§. 14. Bedingung für die Indices von Ebenen, die avf derselben Seite 
einer gegebenen Zone liegen. 

Berechnet man sich mittelst der im $. 1 1 angegebenen Regel die 
Indices einer Fläche Q, welche in zwei bekannten Zonen eines Kry- 
stalles liegt, so erhält man für dieselben, je nach der bei der Berech- 
nung eingeschlagenen Ordnung, zwei Systeme von Werthen, die sich 
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jedoch nur durch gerade entgegengesetzte Vorzeichen unterscheiden, 
und die daher zwei parallelen Flächen zn beiden Seiten des Mittel- 
punktes entsprechen. In der That muss, wenn irgend eine Fläche in 
einer bestimmten Zone liegt^ diess ja auch fär jede ihr parallele Fläche 
der Fall sein. 

Kommt es uns also nicht nur auf die Richtung der Fläche Q an, 
sondern soll auch ihre Lage an dem betrachteten Krystalle mit Bezug 
auf die beiden Seiten desselben bestimmt werden, so haben wir noch 
eine Untersuchung anzustellen, i^elches System von Werthen der durch 
die Zonenregel bestimmten Indic^es eigentlich zu nehmen sei. Diess zu 
entscheiden gelingt aber imftiet leicht, sobald die gegebenen Daten 
hinreichen, um den Satz, den wir jetzt beweisen werden, anwenden 
zu können. 

Sind, Fig. 7, auf der Sphäre der Projektion (§. 6) Pj und Pj ^^^ 
Pole der Ebenen (hjcili') und (Ajibs^s), und legt man durch diese zwei 
Pole und das Zentrum O der Sphäre eine Ebene, so wird letztere die 
Kugel in einem grössten Kreise f schneiden, und es wird für jede Ebene 
(.^fff^9 deren Pol in den Zonenkreis L fällt, die Gleichung 

u^ + V4-^^ = 

bestehen üiüssen. Hiebei ist 

[uvw] also das Symbol der Zone PjPa- Dielndices jeder Ebene Q(j>qr^ 
aber, deren Pol nicht in den Kreis iT fällt, werden die frühere Glei- 
chung nicht mehr erfüllen, sondern die Summe up -^ vq -{- wr wird 
für dieselben entweder grösser oder kleiner als Null, d. h. entweder 
positiv öder negativ sein müssen. 

Ünrch den Zonenkreis ^K'wird die Sphäre in zwei gleiche Hälften 
getheilt. Für alle Ebenen nun , deren Pole auf derselben Seite des 
Kreises JT liegen, wird der Ausdruck np -{-vq -^ wr dasselbe Vor- 
zeichen haben müssen. Um diess zu beweisen, wollen wir das Symbol 
der Ebene Q, welche uns eine beliebige Ebene vorstellt, deren Pol etwa 
rechts vom Zonenkreise K liegt, auf ein Axensystem beziehen, dessen 
ZAxe durch die Durchschnittslinie der zwei Ebenen P^ und Pj gebildet 
wird. Die ZAxe wird alsdann senkrecht stehen auf der Ebene des 
Kreises JST, und wird parallel sein jeder Ebene, deren Pol in diesen 
Kreis entfällt. Lassen wir diese Axe, sowie die -ST und TAxe durch den 
Mittelpunkt O gehe^, so ist leicht einzusehen, dass, was auch die Lage 
der letzteren zwei Axen sein mag, die Ebenen, deren Pole auf derselben 
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Seite des Kreises iTliegen, die ZAxe auch auf derselben Seite vom 
Punkte O schneiden werden. Mit Bezug auf das neue Axensystem muss 
also der auf der ZAxe bezügliche Index der Ebene Q dasselbe Vor- 
zeichen behalten, so lange nur ihr Pol immer auf derselben Seite des 
Kreises Ä" bleibt. Sind j?', ^', r' die Indices von Q mit Bezug auf das 
neue Axensystem, dessen ^Z und FZEbene durch Pj undPj gebildet 
wird, so haben wir den allgemeinen Formeln (22) oder den speziellen 
Formeln (17) des %. 12 zufolge die Gleichungen 

kiP — h2q 
fcj — A2 






— fci + Ai 
np -{- yq -^ wr 
u + V -f- w 

Da nun in dem Ausdrucke für r' der Nenner für alle Lagen der 
Ebene Q denselben Werth behält, so ist die Bedingung, dass r' sein 
Zeichen nicht ändere, einfach die, dass der Zähler dasselbe Vorzeichen 
behalte, und wir können somit den Satz aussprechen: 

I. „Für alle Ebenen, deren Pole auf einer und derselben Seite des 
Zonenkreises [nvw] liegen, muss der Ausdruck np -f~ v? + ^^ ^^' 
selbe Vorzeichen haben, wenn p, j, r die jedesmaligen Indices dieser 
Ebenen bedeuten.* 

Aus diesem Satze lässt sich ferner mit Bezug auf das Vorzeichen 
der Indices eine Relation für drei tautozonale Ebenen ableiten. 

Ist JR der Pol einer mit P^ und Pj tautozonalen Ebene (e/^), 
Fig. 7, so sagen wir, dass in dem Zonenkreise K die Pole P| und P2 
auf derselben Seite von JR liegen, wenn die nach derselben Richtung 
gezählten Bögen BP^ und jBP^ beide kleiner oder grösser als 180® 
sind; ist aber einer dieser Bögen grösser, der andere kleiner als 180^, 
so sagen wir, dass P^ und Pg auf entgegengesetzten Seiten des Poles i2 
liegen» Ist nun Q der Pol einer beliebigen weiteren Ebene (pqr)^ so 
werden offenbar Pj und Pj auf derselben Seite des Zonenkreises ÜQ 
liegen müssen oder nicht, je nachdem sie sich auf derselben Seite oder 
auf entgegengesetzten Seiten desPolesiS befinden. Dem vorhergehenden 
Satze zufolge werden daher die Ausdrücke 

Qfir — gq) Äi + (^rp — er") fc, + {eq — fp-) l^ 
Cfr — ffq')h + (SP — «O *2 + i.n—fp') h 
gleiches oder entgegengesetztes Vorzeichen haben, je nachdem die Pole 
Pi und P2 auf derselben Seite von R liegen oder nicht. 
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Hiebei ist die Lage des Poles Q insoferne gleichgiltig, als nur 
derselbe nicht ein Punkt des Zonenkreises K selbst ist, alsdann müsste 
ja jeder der vorhergehenden Ausdrücke gleich Null werden, was auch 
die Lage der tantozonalen Pole P|, P29 ^ ^^i* I^^ ^^^^ ^® früher 
[nvw] das Symbol des Zonenkreises JE, so haben wir bei der Wahl der 
Ebene Q nnr zu untersuchen, ob ihre Indices p^ q, r nicht vielleicht 
den Ausdruck 

up + vg 4~ ^^ 
gleich Null machen, in welchem Falle eben Q eine Ebene der Zone K 
wäre* Diese Untersuchung können wir uns aber dadurch ersparen, dass 
wir zur Ebene Q die Ebene (uvw) wählen. Letztere kann nämlich nie 
in der Zone [uvw] liegen, indem der Ausdruck 

uu -j- vv -{- w == U* -j- V* -j- w* 
als eine Summe lauter positiver Grössen nicht gleich Null sein kann. 
Für dieselndices der Ebene Q wird nun der erste der früheren Ausdrücke 

(/w — ^v) Ä, + Qffn ^ ew) Äj + (ev —fa) l^ = 

= u C9h - A) + V Cel, - ghO -1- w (^A, - ek^). 
Da aber P^ und It ebenfalls Ebenen der Zone K sind, so muss 
nach S- 9 

ffh—ßt ^ ^h — 9K ^ A — gfei 

UV w 

sein, demzufolge der vorhergehende Ausdruck übergeht in 
(a' + v' + v') ^*'»--^t 

Das Vorzeichen dieses Ausdruckes hängt aber bloss von 

— C^fci — ßi) ab, da ja der erste Faktor immer positiv sein muss. 
Ebenso erhalten wir für die Ebene P^ den korrespoudirenden Ausdruck 

— 0^*2 — ß%)i der nun mit dem vorhergehenden gleiches oder ent- 
gegengesetztes Zeichen haben muss, je nachdem P^ und P2 auf der- 
selben Seite des Poles R liegen oder nicht. Im ersteren Falle wird aber 
der Quotient dieser beiden Ausdrücke positiv, im zweiten negativ sein 
müssen. Wir haben also bloss das Vorzeichen des Ausdruckes 

gh—fh 

zu untersuchen. Hiebei kann es geschehen, dass dieser Ausdruck die 
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unbestimmte Form — annimmt, ohne dass desshalb die Aufgabe auf- 
hört, bestimmt zu sein. Es ist ja offenbar 

9h - fk ^ ^h — ffK ^ A — ek^ 
gh—fk ^ ^h — fffh fh^—eh^ 

und einer dieser Briiche muss immer bestimmt sein, indem ja nicht alle 
Indices einer Zone gleich Null sein können. Um also nicht nachträglich 
aufgehalten zu sein, ist es am besten^ man berechnet sich gleich auf 
einmal alle diese drei Brüche, für welche Operation wir im f. 9 das 

[jap -I 
^p* eingeführt haben. Wir haben somit schliesslich den 

folgenden Satz: 

IL „SindPi, P29 -Kdrei tautozonale Ebenen^ so wird der A^sdrack 

r IIP n 
pp* positiv oder negativ sein, je nachdem die Pole von Px und P^ 

auf derselben Seite von R liegen oder nicht.* 

§. 15. Beziehungen zwischen vier tautozonalen Ibystallfl&chen« 

Mit Hilfe der Entwicklungen der vorhergehenden Paragraphe ist 
es leicht, den folgenden Satz zu beweisen, der sich auf Flächen< bezieht, 
die in einer und derselben Zone eines Krystalls liegen: 

I. „Die Indices der Flächen einer Krystallzöne ändern ihre Werthe 
nicht, sei es , dass man diese Flächen auf ein krystallographisches 
Axensystem, gebildet durch drei Flächen dieser Zone und einer andern 
Fläche des Krystalls, bezieht, sei es, dass man das Axensystem mit- 
telst derselben drei tautozonalen Flächen und einer vierten beliebigen 
Ebene im Räume bestimmt , welches Axensystem alsdann kein kry- 
stallographisches mehr ist," 

Um diesen Satz zu beweisen, bemerken wir vorerst, dass die Sym- 
bole der Flächen, welche das erste Axensystem bilden, mit Bezug auf 
dasselbe offenbar 

PCIOO), P'(OIO), TT (001), Q(llO) 

sind, und dass irgend eine weiterte Fläche der Zone [PP'Q] das Symbol 

B (ptfO) 
erhalten wird. Mit Bezug auf dasselbe Axensystem sei ferner 

E C«i3y> 

das Symbol einer beliebigen Ebene im Räume, so dass also ccy ß^y im 
Allgemeinen sich nicht wie drei rationale Grössen verhalten. Es fragt 
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sich nun, welches werden die Symbole der Flächen Q und JB werden, 
wenn wir etwa zur dritten Axcnebene statt der Fläche W die Ebene E 
wählen. Wir erhalten aber die Symbole der Flächen Q und B mit 
Bezug auf dieses neue Axensy&tem leicht mitHilfe derGleichungen (14) 
§.12, welche ja die für die Aenderung einer Axenebene giltigen For- 
meln sind. Setzen wir in denselben, wie es der gegenwärtige Fall er- 
fordert, far 



der Reihe nach einmal 
dann 



7. ft « 0, i, 1 



y» ft « 0, y, q, 
so geben sie uns die Symbole 

V r — « y — ß ' ) 

Das neue Axensystem muss aber, wie der aufgestellte Satz for- 
dert, so beschaffen sein, dass für dasselbe Q das Symbol (HO) be- 
kommt, indem diese Fläche ja immer die Axenlängen bestimmen soll. 
Wir haben daher noch die Axenlängeu sd zu ändern^ dass die Fläche Q 
wirklich das Symbol CHO) erhält. Diess^ geschieht nach der im $.11 
bewiesenen Regel einfach dadurch, dass wir die Indices aller Flächen 
der Reihe nach durch die Indices der Fläche Q dividiren. Die vorher- 
gehenden Symbole von Q und Ä werden hiedurch 

e(110),ÄO?jO); 
die Symbole der Flächen P, P' und der Ebene JB, welche jetzt die 
Indices 0, 0, 1 hat, ändern sich hierbei nicht. Man sieht aber, dass B, 
nun wirklich wieder dieselben Indices wie far das erste Axensystem 
hat, und da 22 eine beliebige Fläche der Zone [PP'j vorstellt, so ist 
hiermit der aufgestellte Satz ganz allgemein bewiesen. 

Zur grösseren Deutlichkeit wollen wir aber diesen Satz noch 
direkt, ohne Zuhilfenahme der Regeln über die Transformation der 
Axensysteme beweisen. Es seien in Fig. 8 — OJf, OY^ OZ die Durch- 
schnitte der Flächen P, P\ TT, ferner OA, OB, <« und 0A\ OB, ^ 
die Abschnitte der Flächen Q und B auf den Richtungen OX, OY, 
OZ] die Flächen Q, und B liegen alsdann wirklich in der Zone \_PP'\ 
und sind so parallel zu sich verschoben, dass beide die Richtung OY 
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in demselbeo Punkte schneiden. Die beliebige Ebene S schneide nnn 
die FUchen P und JP in den Linien ox und oy; um dann die Ab- 
sdinitie der Flächen Q und R anf diesen Linien zn fndoi, braucht man 
nor die Dnrchschnittslinien Yon P und P mit Q und B zu konstruiren. 
Diese vier Flächen schneiden sich aber, da sie in einer und derselben 
Zone liegen, in lanter parallelen Linien; zieht man daher durch .^ A', B 
Parallele mit OZ, so geben uns die Durchschnittspnnkte a, a\ b dieser 
Lmien mit den Richtongen ox und oy die gesuchten Abschnitte der 
Flächen Q und R anf eben diesen Achtungen. 

Die Indices der Fläche R werden nun für das durch die Flächen 
P, Pj W, Q bestimmte krystallographische Axensystem offenbar 
OA OB 
OA' ' OB' ~ ' ' 

während sie für das durch P, P^ B, Q gebildete Axensystem 
oa ob 

"ööT' ""ÖF 
sind« Es lässt äch nun leicht zeigen, dass 

oa OA 



= 1,0 



oa' OA' 

denn ist etwa m der Durchschnittspunkt der Linien ox und OX, so 
hat man in Folge der parallelen Linien die ähnlichen Dreiecke 
A A'a'm (x> A Aam (x> A Oom, 

aus welchen sich leicht die frühere Gleichung ergibt, welche den Beweis 
des aufgestellten Satzes enthält; die drei Indices der Fläche B sind 
also wirklich für beide Axensysteme dieselben. 

Dadurch, dass die Indices der tautozonalen Flächen für beide 
Axensysteme denselben Werth haben, also für beide rationale Grössen 
sind, ist es klar, dass der eben bewiesene Satz auch den folgenden in 
sich schliesst : 

„Das Gesetz der Rationalität der Indices gilt für die Flächen 
einer und derselben Krystallzone auch dann noch, wenn man dieselbe 
auf ein Axensystem gebildet durch drei Flächen dieser Zone und eine 
weitere beliebige Ebene bezieht.^ 

Sind die Indices der Fläche B wie früher j>, q^ 0, so hat man für 

diese Fläche die beiden Symbole ipqO^ und f ;-,l,o) welche offen- 
bar durch Multiplikation mit einer bestimmten Grösse K in einander 
übergehen müssen. Wir haben also 
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'^K^p, i.K. 



woraus sich sogleich 

-^=^ (1) 

ergibt, anf welche Gleichung man auch dadurch geführt wird, dass man 
in beiden Symbolen den ersten Index gleich eins macht. Die Linie oa* 
ist offenbar mit negativen Zeichen zu nehmen, sobald der Punkt a* auf 
der entgegengesetzten Seite des Punktes o liegt als der Punkt a. 

Die letzte Gleichung gibt uns nun eine Beziehung zwischen der 
Lage von vier tautozonalen Flächen und ihren Indices. Die Linien oa 
und oa* hängen ja, da die Ebene J5 willkürlich ist, nur von den Rich- 
tungen der vier tautozonalen Flächen ab. Letztere müssen aber die 
Symbole (100), (010), HO) und (pg'O) haben. Es ist auch leicht an- 
zugeben^ welche Gestalt diese Gleichung annimmt für den Fall, dass 
die Symbole der vier tautozonalen Flächen (010), (001), (011), (Ogr) 
oder (001), (100), (101), (pOr) sind, denn der Symmetrie unserer 
Bezeichnung zufolge muss offenbar im ersteren Falle 



oa 
oa' 


' = 




oa 




r 



im zweiten aber 

oa* 2> 

sein. Allein von grösserem Interesse für uns ist es , die Form dieser 
Gleichung für den allgemeinen Fall beliebiger, jedoch tautozonalen 
Flächen entsprechender Symbole anzugeben. 

Es seien also etwa die Symbole der vier Flächen 

p (ÄfcO, P' (Ä'fc'P), Q ipfg\ Ä iuvw), 

und da dieselben tautozonal sein sollen, so muss offenbar 



{hV — Zfe')« 4- {IV — ÄP)/ + (Äife' — U^g = 
QcV — W)u -f {Vk* — hV)v + {IM — HOm^== 



(2) 



sein. Wir transformiren nun vorerst die Axen so, dass die Flächen 
PundP* die Symbole (100) und (010) erhalten; die Symbole der 
Flächen Q und R werden alsdann zufolge der Gleichungen (17) des $. 12 
und mit Berücksichtigung der vorstehenden Gleichungen 
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X fc-e - h'f -ke-\-h/ X 
"^[^ k' — h' ' -Jfe + A ' ") 
„ / fc'« — h'v — ku-i-hv \ 

^ (nb-TÄ^' -ifc + A - V 

Nachdem die Axenrichtongen transformirt , ändern wir die Län- 
gen der Axen so , dass die zwei ersten Indices der Fläche Q gleich 
eins werden. Die neuen Symbole der übrigen Flächen erhält man als- 
dann nach der im $.11 gegebenen Regel einfach dadurch, dass man 
die Indices jeder Fläche durch die entsprechenden Indices der Fläche Q 
dividirt. Man erhält auf diese Weise 

P(IOO), P'(OIO), «(HO) 

^\lc*e— h*f ' — Jfc« + A/ ' / 
und die Symbole der vier Flächen haben nun die Form, welche wir beim 
Beweise des Satzes I vorausgesetzt haben, und zwar ist 

h*u — ^ A'v — ' Jkw -f- hv 

P — h*e—h'f'^~ —ke\-hf 
somit 

oa k*u — h'v ke — hf 

^^ "ooT ~ ku — hv ^ k*e — h'f 

Dem rechten Theile dieser Gleichung können wir aber verschie- 
dene Formen ertheilen, wenn wir bedenken, dass da sowohl P, P*, Q, 
als auch P, P\ R tautozonal sind, dem S. 9 zufolge folgende Glei- 
chungen bestehen müssen : 



C4) 



r QP 1 fl — gh ^A— el ek—fli 

L QP J^" fV - gk' "^ gh' — eV "^ ek' — fh' 

r RP' l _ vi' — wk' _ wh' - ul' _ uk' — vk' 

L RP J vi — V)k wh — «i uh — vh 



Ersetzen wir also die Brüche d/er Gleichung(3) gleichzeitig durch 
ihre vorhergehenden Werthe aus den Gleichungen (4), so erhalten wir 

7- noch in zwei anderen Formen, auf welche wir in der That auch 

oa' 

dadurch geführt worden wären, dass wir die Flächen Pund P' statt zu den 

Äxenebenen (100) und (010) zu den Axenebenen (010) und (001) oder 

zu(001)und(100) gewählt hätten. Es ist diese Bemerkung insoferne von 

Wichtigkeit, als die Brüche in Gleichung (3) fürbestinu^teZahlftawerthe 

der Indices die Form — annehmen können, wodurch scheinbar 



' oä' 
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unbestimmt würde. In einem solchen Falle geben uns die anderen gleich* 

Od 

werthigenBrüchederGleichungen(4)den wahren Werth von-- — p. Wir 

werden aber bei der Berechnung dieses Werthes nie in die erwähnte 
Verlegenheit gerathen, wenn wir, statt die Brüche einzeln für sich zu 

[0P "l r RP* T 
"ölP^J ^°^ RP 
angedeuteten Operationen vom^bn^en; die Gleichungen (3) und (4) geben 
uns ja die symbolische Gleichung 

-^=[^][S c« 

Wir können somit schliesslich den folgenden Satz aussprechen: 
n. 5,Sind oP, oP*^ oQ, und oR (Fig. 9) die Durchschnittslinien 
der vier tautozonalen Flächen P (JikV)^ P' (*'*'?') .Q C«/^)j Ä(wvti;) 
mit einer beliebigen if^bene im Räume und zieht man durch den belie- 
bigen Punkt h der Linie qP ParalleU mit oQ, und oR^ welche die Linie 
oP* in den Punkten a und a* schneiden, so ist 

oa*'~VQP^ l^lRP^l 

wobei oci,* negativ zu nehojen, falU der Punkt a* auf der entgegen- 
gesetzten Seite vom Punkte o liegt, wie der Punkt a.f 

Dieser wichtige Sat^ lässt 9ich noch in einer anderen f^orm geben, 
in welcher auch die geometrii^che Konstruktion symmetrisch mit Bezug 
auf alle vier Flächen ist. 

Wir ziehen zu diesem Zwecke (Fig. 10), wenn wie früher oP, 
oP', oQ, oR die Durchschnitte der vier tautozonalen Flächen P, P', 
Q, jB mit einer beliebigen Ebene E siqd, durch den beliebigen Punkt p 
in der XinieoP eine Gerade, welche die anderen Linien in den Punkten 
p', jr, r trifft, zu gleiQher Zeit aber anch durch den Punkt p Parallele 
oQi und oRfx n^it OQ und OÄ, welche die Linie OP* etwa in den 
Puqkten a und a' schneiden. Dem letztep Satze zufolge ist dann offenbar 

-^~L-5pJ-LäpJ ^'*^ 

wegen der parallelen Linien aber auch 

A op^q f\i A p'pa 
A op*r r^ A pp'a/ 

wH>rau9 man segleiob die folgenden Proportionee erhält 
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pp' : p*q = p*a : op* 

ppi ; ptf. -_ pi^t . 0pt^ 

In jeder Proportion verhält sich aber die Summe des ersten and 
zweiten Gliedes^ zur Snmme des dritten und vierten, sowie das zweite 
Glied zum vierten; aus den vorstehenden Proportionen ergeben sich 
daher die neuen 

qp : oa = qp' : op' 
rp : oa'= rp' : op' 

und hieraus durch Elimination von op* 

f6l . . ^^ ^ iP ^* 

^ ^ oa* 2P' * *y 

Od 

Setzt man in dieser Gleichung für ^ seinen Werth aus Glei- 
chung (5a), so wird schliesslich 

^'J' ' ' qp' ' rp' ~IQP^]' lEP J 

Man nennt aber das Verhältnis 

qp ^ rp ^ qp rp' 

qp* • rp* qp' ' rp 

das änharmonische Verhältnis der Ebenen Q und R zu den 
Ebenen P und P'. Dasselbe ist für je vier Ebenen, ob dieselben Kry- 
stallflächen sind oder nicht, unabhängig von der Lage der Ebene E nnd 
von der Richtung der Linie pr in dieser Ebene; der Werth dieses Ver- 
hältnisses lässt sich ja, wie Gleichung (7) lehrt, bloss durch die Indices 
der vier Ebenen ausdrücken, welche ja mit Beziehung auf die Ebene -B 
und die Linie pr konstante Grössen sind, auch wenn sie nicht rational 
wären. Die Linie pr kann also eine ganz beliebige Richtung im Räume 
haben, ohne dass der Werth des anharmonischen Verhältnisses hiedurch 
geändert würde. Mit Bezug auf vier Erystallflächen hat man aber für 
dieses Verhältnis dem Vorhergehenden zufolge den nachstehenden Satz : 
III. „Sind P, P', ©, R die Symbole von vier tautozonalen Kry- 
stallflächen, so muss das änharmonische Verhältnis der Flächen Q und R 

zu denFlächenPundP' rational, undzwar=l-^p;- : ppi ' Js^^p-" 

Die Sätze 11 und III geben uns nun ersichtlich eine Beziehung 
zwischen der Lage von vier tautozonalen Krystallflächen und den Indices 
derselben. Diese Beziehung wird besonders in einem Falle sehr deutlich, 
wenn wir nämlich die beliebige Ebene JE senkrecht zu den tautozonalen 
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Flächen wählen. In diesem Falle sind in den Figuren 9 und 10 die 
Winkel 

PoP", PoQ = PbQ^, PoR = PbR^ 

nichts anderes als die Neigungswinkel 

PP', PQ, PR 

der vier tautozonalen Flächen P, P\ Q und R. Es geht diess ganz 
klar aas der Betrachtung der Fig. 8 hervor, denn ist in derselben oZ^ 
die Zonenaxe der vier tautozonalen Flächen, senkrecht zur Ebene E^ so 
sind es auch die dazu parallelen Linien, daher die Winkel yoZ^ Zooßj 
ohB^ ahB^ a'hB lauter rechte, und die Winkel aoJ, öba^ oba' wirklich 
nichts anderes als die obigen Neigungswinkel der tautozonalen Flächen. 

Nehmen wir also die Ebene JE senkrecht zu den tautozonalen 
Flächen, so geht der Satz 11 in den nachfolgenden über, von dem wir 
mehrfache Anwendungen machen werden. 

IV. „Sind P,P', Q^R die Symbole von vier tautozonalen Flächen, 
PP', PQ, PR aber die nach einer und derselben Richtung gezählten 
äusseren oder inneren Neigungswinkel derselben, und konstruirt man sich 
(Fig. 11) auf einer und derselben Seite der Linie oP und mit dem 
beliebigen Punkte b derselben die Winkel 

PoP = PP", PbQ = PQ, PbR = PR 

so ist 

oa _ r QP 1 r PP I 
oa' ~ L QP] ' [rP ] 

wo oa und oa' die Entfernung des Punktes o von den Durchschnitts- 
punkten a und a' der Linien bQ, und bR mit oP' sind, und oa' mit ne- 
gativem Vorzeichen zu nehmen ist, wenn a^ auf entgegengesetzter Seite 
vom Punkte o liegt wie a." 

Diese Beziehung zwischen den Winkeln und Indices von vier 
Flächen einer ELrystallzone kann uns nun ersichtlich dazu dienen, eine 
dieser Grössen aus den anderen zu berechnen, also entweder einen der 
drei Neigungswinkel oder das Symbol einer der vier tautozonalen Flä- 
chen aus den anderen Grössen zu bestimmen. Die Indices einer Fläche, 
welche in einer gegebenen Zone liegen soll, stellen ja auch nur 
eine unbekannte Grösse vor, zu deren Bestimmung somit eine einzige 
Relation hinreicht. Wir werden diese beiden Probleme im nächsten 
Paragraphe noch näher ins Auge fassen. So viel ist aber schon jetzt 
klar, dass die Lage aller in einer Zone möglichen Flächen gegeben ist, 
sobald man nur die Lage dreier Flächen derselben kennt. Ertheilt man 

T. Lang, Krystallegraplüe. 4 
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nämlich diesen drei Flächen P, P', Q beliebige, jedoch tautozonalen 
Flächen entsprechende Indices, so kann man hieraus das Symbol der 
Zone und somit die Indices jeder in die&er Zone möglichen Fläche an- 
geben ; mit Hilfe dieser Indices wird man aber nun für jede solche mög- 
liche Fläche JR aus den Winkeln und Indices der Flächen P, P\ Q die 
Neigung der Fläche JR zu einer der anderen Flächen bestimmen können, 
wodurch die Lage der Fläche M gegeben ist. 

Drei tautozonak Flächen bilden nur zwea von eitiaÄder uaabhiän- 
gige Winkel, drücken wir dieselbwi mit Bezug auf irgend frin Axen- 
system durch clie Indices und Elemente aus, so werden wir dadurch, 
dass wir den beiden Winkeln bestimmte Werthe, etwa (p und if;, er- 
th eilen, den Elementen nur zwei Bedingungen auferlegen. Damit also 
irgend eine mögliche Zone, welche immer durch drei ihrer Flächen ge-^ 
geben ist, an einem Krystalle vorkomme , müssen die Elemente zwei 
Bedingungen erfüllen, woraus andererseits auch hervorgeht, dass sobald 
eine Zone überhaupt nur möglich ist, auch Krystalle möglich sind, an 
denen diese Zone auftritt. Ja man wird auch folgenden Satz aussprechen 
können : 

V. „Ist eine bestimmte Zone überhaupt an Krystallen möglich, 
so sind auch Krystalle möglich, die diese Zone und noch eine Fläche 
enthalten, welQhe mit zwei Flächen dieser Zone fegebene Winkel bildet.*' 

Durch eine bestimmte Zone werden, wie wir gesehen, die Ele- 
mente eines Krystalles nur zwei Bedingungen unterworfen, ebenso 
durch den Umstand, dass zwei Flächen dieser Zone gewisse Winkel mit 
einer anderen Fläche bilden sollen ; es gibt diess im Ganzen vier Be- 
dingungen für die Elemente, welche also dadurch noch nicht einmal 
vollständig bestimmt sind. Es ist daher wirklich eine ganze Klasse von 
Krystallen möglich, die dem angeführten Satze entsprechen. Die 
Fläche, welche mit zwei Flächen einer Zone bestimmte Winkel bildet? 
ist natürlich durch diesen Umstand ihr er Lage nach vollkommen bestimmt. 

Aus dem Gesagten ergibt sich also, dass man den Winkeln, welche 
drei tau tozonale Flächen mit einander bilden, beliebige Werthe ertieilen 
kann, ohne dass diese Flächen aufhören werden, mögliche Flächen 
irgend eines Krystalles zu sein, und zwar sind durch diesen umstand 
die Elemente des betreffenden Krystalles nur zwei Bedingungen un- 
terworfen. Das letztere findet auch dann noch statt, wenn wir Winkeln, 
welche mehr als drei tautozonale Flächen miteinander bilden, spezielle 
Werthe ertheilen; es entsteht aber dann die Frage, ob denn diese 
Winkelwerthe überhaupt an Krystallen möglich sind, d. h. ob die 
Indices der Ebenen, welche sich unter den gegebenen Winkeln schneiden 
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sollen, alsdäfin wirklich rationale Grössen sein können. Wir werden also 
drei dieser Ebenen beliebige Symbole ertheilen, und dann für jede weitere, 
in Betracht kommende Ebene die Rationalität ihrer Indices noch za 
beweisen haben, indem wir letztere entweder mit Hilfe der Indices 
der drei ersteren Ebenen bestimmen, oder aber, indem wir nachweisen, 
dass das anliarmonische Verhältnis jeder Ebene mit den drei iersteren 
ein rationales ist. Da nämlich diess Verhältnis, sowie das Zonensymbol 
oor von den Indices der vier Ebenen abhängt, so müssen aach die 
Indices der vierten Ebene, die sich ja ans diesen beiden Grössen be- 
rechnen lassen, alsdann rationale Grössen sein. 

^. 16. Aufgaben, vier tautozonale Pläohen betreffend. 

Wir wollen jetzt die zu Ende des vorigen Paragraphes angedeu- 
teten Probleme näher betrachten und mit Bezug auf die Neigungswinkel 
und Indices der vier tautozonalen Flächen P, P*, Q, B zeigen, welche 
Operationen man auszuführen hat, um entweder einen der Neigungs- 
winkel oder eines der Flächensymbole mit Hilfe der anderen Grössen 
zu bestimmen. Was den ersten Fall betrifft, so ist der zur Lösung 
dieser Aufgabe führende Weg offenbar der, dass man sich aus Gleichung 

(5) des vorhergehenden Paragraphes zuerst 7- bestimmt, wobei der 

Winkel PR als unbekannt vorausgesetzt ist; mit Hilfe dieser Grössen 
und der bekannten Neigungen PP" und PQ, kann man sich dann mit 
einer beliebigen L&nge ol> leicht die Dreiecke hao und ha'o konstruiren, 
Fig. 11, im letzteren Dreiecke ist abet der Winkel fta'o offenbar der 
gesuchte Neigungswinkel PQ. 

Was die umgekehrte Aufgabe betrifft, die Indices einer der vier 
tautozonalen Flächen, etwa die von R zu bestimmen, so wird man sich 
zuerst mit Hilfe der gegebenen Neigungswinkel PP"^ PQ, PR und 
einer beliebigen Länge ob die Dreiecke bao und ba'o konstruiren und in 
denselben den numerischen Werth des Verhältnisses der Seiten oa und 
oa' bestinmien. Für dieses Verhältnis hat man aber zufolge Glei- 
chung (5) 






woraus, wenn wir zur Abkürzung 

oa' [ QP 1 

oa 
setzen, die Gleichung 

4* 
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r RP "I vi — wh wh — ul uh — vh 

(9) . .n= [^prj— ^i^ _ ^^1 — ^^. _ ^y — -ükTZTvhT 

folgt. Wie diese Gleichung lehrt, muss n eine rationale ganze oder 
gebrochene Zahl sein, deren Werth wir aus Gleichung (8) mittelst des 

durch die Konstruktion bestimmten Verhältnisses und der Grösse 

~Öpi V ^®'^^® ^^^ ^^^ bekannten Indices der Flächen P, P\ Q 

enthält, finden können. Der so durch die Messung der Linien oa und oa* 
ermittelte Werth von n wird aber im Allgemeinen nicht rational sein, 
da wir ja Beobachtungen irgend welcher Grössen niemals mit absoluter 
Genauigkeit anstellen können. Allein bei dem Umstände, dass für die 
Indices, und nach Gleichung (9) also auch für n, grosse Zahlenwerthe 
der Erfahrung gemäss ausgeschlossen sind, werden wir auch bei nicht 
ganz genauer Messung der Linien oa und oa' immer erkennen , welchem 
rationalen Zahlenwerthe sich die Grösse n nähert und welches somit 
der wahre Werth von n ist; ja diess wird sogar selbst dann noch statt- 
finden, wenn wir auch für die zur Konstruktion von oa und oa' nöthigea 
Neigungswinkel PP*^ PQ^ PR nicht die ganz genauen Werthe kennen, 
sondern dafür nur Näher ungswerthe besitzen. 

Aus Gleichung (9) erhalten wir nun 

u h — h'n V k — kfn 



w l — Vn '* w l — l'n 

und diese zwei Gleichungen bestimmen uns also die gesuchten Indices 
der Fläche R, Setzt man den Index w gleich l — Z'n , so hat man 
schliesslich 

lu = ±(h — h'n) 

(10) lv = ±(^k — fe'n) 

\w = ±(l — Z'n) 

Wir wollen zum Schlüsse die zwei Aufgaben für vier tautozonale 
Flächen nochmals mit ihren Auflösungen zusammenstellen. Diese Auf- 
gaben erheischen mechanische Konstruktionen, üeber die Ausführung 
derselben mit den Hilfsmitteln des Zeichnens, welch' letztere wir bei 
Gelegenheit der Projektion der Krystallgestalten näher betrachten 
wollen, bemerken wir hier nur so viel, dass man sich zur Messung der 
Linien einer beliebigen Längeneinheit^ zur Messung der Winkel aber 
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eines sogenannten Transporteurs zu bedienen hat, mit Hilfe dessen man 
auch die im Gradmasse gegebenen Winkel in die Zeichnung einträgt. 

Noch ist zu bemerken, dass die Gleichungen (10) die Fläche 
R insoferne nicht ganz bestimmen, als sie uns noch die Wahl zwischen 
zwei gerade entgegengesetzten Flächen lassen. Um nämlich die Indices 
in die Form (10) zu bringen, haben wir dieselben mit verschiedenen . 
Grössen multiplizirt; ist aber unter diesen Grössen eine negative, so 
werden durch die Multiplikation mit derselben die Zeichen von w, v, w in 
die entgegengesetzten umgeändert worden sein und die Gleichungen (10) 
werden uns dann eigentlich die zu i2 parallele, entgegengesetzte Fläche 
geben. Es ist aber in jedem speziellen Falle meist allsogleich leicht zu 
entscheiden, ob man die Vorzeichen der aus (10) bestimmten Indices in 
die entgegengesetzten zu verwandeln hat, da man ja bloss zwischen zwei 
parallelen Flächen zu wählen hat; mit Hilfe des §.14 können wir 
diese Frage jedoch auch immer strenge lösen. 

1. Aufgabe: Aus den Indices von vier Flächen einer Krystall- 
zone und aus den Winkeln zwischen drei dieser Flächen die Neigung 
der letzteren zur vierten Fläche zu finden. 

Auflösung: Sind die Symbole der vier tautozonalen Flächen 

« 

P (hkl), P* (h*m% Q iefg-), B {uvw) 

und sind 

PP, PQ, PB = ? 

die nach derselben Richtung gezählten Neigungswinkel der Flächen 
J', P\ Q, Ä, von welchen Winkeln die zwei ersten ihrer Grösse nach 
gegeben sind, der dritte aber mit Hilfe der anderen bestimmt werden 
soll, so konstruire man Fig. 11 auf einer und derselben Seite der Linie 
oP die Winkel 

PoP* = PP\ PbQ = PQ 

wo b ein beliebiger Punkt der Linie oP und a der Durchschnittspunkt 
der Linien oP' und bQ ist. Man bestimme alsdann auf der Linie oP* 
oder deren Verlängerung den Punkt a', für welchen 

wobei der Punkt a' auf derselben Seite vom Punkte o wie der Punkt a 
zu nehmen ist oder nicht, je nachdem aus dieser Gleichung ein positiver 
oder negativer Werth von oa' resultirt. Verbindet man schliesslich 



— 54 — 

noch a' mit 5, so ist der Winkel 

a*hP = PR 

womit die gestellte Aufgabe gelöst ist. 

Beispiel. Für die drei tautozonalen Flächen (HO), (2413,(021) 
des Idokras hat man die äusseren Neigungswinkel 

(HO) (241) = 28» 51', (HO) (021) = 58« 49' 
In derselben Zone liegt aber auch die Fläche (131), deren Nei- 
gung zu (110) mit Hilfe der früheren Aufgabe gefunden werden soll. 
Setzt man 

P(llO), P'(24l), ^(021), 22(131) 

so hat man in diesem Falle 

oa* = oa r f ^ H 1 = I -4^4^ I = oa . 2 . 1 = 2 . oa 



'— [^]=[4Hti-]= 



und wenn man mit dieser Grösse die angegebene Konstruktion aus- 
führt, so wird man finden, dass nahezu 

PR = (HO) (131) = 39« 34' 

2. Aufgabe: Aus den Winkeln, welche vier tautozonale Flächen 
unter einander bilden, und aus den Indices dreier diesör Flächen die 
Indices der vierten zu finden. 

Auflösung. Sind die Symbole der vier tautozonalen Flächen 

P(ÄH), P'(A'Ä'Z'), Qiefg^, 22 (?) 
und 

PP', PQ, P22 

die nach einer und derselben Richtung gezählten Neigungswinkel dieser 
Flächen, so konstruire man sich, Fig. 11, auf einer und derselben Seite 
der Linie oP und mit dem beliebigen Punkte h auf derselben die Winkel 

PoP^^pp*^ PbQ = PQ, PbR = PR 

Man messe nun mit einer beliebigen Einheit die Längen von oa 
und oa', wo a und a' die Durchschnittspunkte der Linien bQ und bB 
mit oP* sind; hiebei ist die für oa* gefundene Zahl mit positiven oder 
negativen Vorzeichen zu nehmen, je nachdem der Punkt a auf derselben 
Seite vom Punkte o liegt wie a oder nicht. Mit, Hilfe dieser so bestimm- 
ten Grössen suche man nuu für n einen rationalen ganzen oder gebro- 
chenen Werth, welcher die Gleichung 



n 



oa' r QP 1 

oa »LeP'J 
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möglichst genau erfüllt. Alsdann sind die Indices der Fläche B gegeben 
darch die Gleichungen 

u = ±{h — Ä'n) 
V = ± (fe - fc'n) 
Mf = + (? — Vn) 

wo den gegebenen Winkeln entsprechend, nach Satz II, 8. 14 entweder 
sämmtlich die oberen oder sämmtlich die unteren Zeichen zu wählen sind. 
Beispiel: Für Bleivitriol machen die Flächen (201), (421), 
(HO) und die mit ihnen tautozonale Fläche £ die nach derselben Rich- 
tung gezählten Winkel 

(201) (421) = 340 49', (201) (HO) = 61» 44' 
(201) 5 = 840 ungefähr. 
Indem P = (201), P* = (421), Q = (HO), Ä = ? gesetzt 
wurde, ergab die Ausfuhrung der angegebenen Konstruktion "oa = 94*5, 
oa* = 63, wo beeide Längen mittelst eines Millimetermasstabes ge- 
messen sind. Dadurch wurde 

der richtige Werth von n ist daher offenbar V3 = 0*6666, woraus man 
t* = Ht: ( — V3)» V = zh ( — V3)» ^ = i Va eriiält. Da in diesem 
Falle die unteren Zeichen zu nehmen sind, so hat man schliesslich füt ^ 
das Symbol (24l). 

Mit Hilfe des letzten Symbols kann man sich nun den wahren 
Werth des Winkels (201) f verschaffen; es geschieht diess durch An- 
wendung der Lösung der ersten Aufgabe, wodurch man in diesem Falle 

(201) (241) = 850 0' 
erhält. 



3. Kapitel. 



lieber Krystallfläclien, die isoschematiscli mit 
Bezug auf sich selbst sind. 

§. 17. Isoschematische Ebenen. 

Wir nennen zwei Ebenen isoschematisch mit Bezug auf eine 
dritte Ebene, wenn dieselben mit letzterer tautozonal sind und mit ihr 
gleiche Winkel bilden. Der folgende Satz ist hiernach unmittelbar klar: 

I. ,,Je zwei Ebenen sind isoschematisch mit Bezug auf zwei zu 
einander senkrechte Ebenen, welche die beiden Neigungswinkel der 
ersteren Ebenen halbiren." 

Halbirt nämlich eine Ebene den Neigungswinkel zweier anderer 
Ebenen, so muss sie ja mit letzterer in einer Zone liegen und zu beiden 
gleich geneigt sein. Nehmen wir an, dass die Ebenen P und P' iso- 
schematisch sind mit Bezug auf die Ebenen Q, und Ä, so wird also, 
wenn wir uns die Ebenen P und P' als Begrenzungsebenen eines Kry- 
stalles denken, eine der Ebenen Q, und R den inneren, die andere den 
äusseren Neigungswinkel der Ebenen P und P' halbiren. Von einer 
Ebene aber, die den äusseren Neigungswinkel zweier anderer Ebenen 
halbirt, sagt man, dass sie die Kante der zwei letzteren Ebenen ge- 
rade abstumpft. 

Betrachten wir jetzt den Fall, dass die Ebenen P und P' ein- 
ander parallel werden, so wird auch eine der Ebenen Q und R parallel 
P und P' werden müssen, während die andere auf denselben senkrecht 
stehen wird. In diesem Falle stellen uns die Ebenen P und P', da es 
uns ja nur immer auf die Richtung der Ebenen ankommt, bloss eine 
einzige Ebene vor, zu der eine der Ebenen Q und R parallel, die andere 
aber senkrecht ist. Die Richtung der letzteren Ebene wird jedoch ersieht* 
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lieh Insoferne anbestimmt, als sie ja bloss parallel zu sein braucht der 
Normale auf P, um diese herum aber jede beliebige Lage haben kann. 
Diess gibt uns also den folgenden Satz: 

IL ^Eine einzige Ebene ist isoschematisch mit Bezug auf eine ihr 
parallele und mit Bezug auf jede zu ihr senkrechte Ebene.^ 

Hat man nicht nur zwei, sondern einen ganzen Komplex von Ebe- 
nen, welche isoschematisch mit Bezug auf eine Ebene R sein sollen, so 
müssen natürlich die Ebenen des Komplexes entweder alle paarweise 
isoschematisch, oder alle einzeln, oder aber theils paarweise, theils 
einzeln isoschematisch nach jener Ebene R sein. Für einen solchen 
Komplex von Ebenen lässt sich leicht der folgende Satz beweisen: 

IIL „Ist ein Komplex von Ebenen isoschematisch mit Bezug auf 
eine Ebene Ä, so wird jede Ebene dieses Komplexes, wenn man sie um 
die Normale auf Ä um 180® dreht, parallel entweder zu ihrer früheren 
Lage oder zu einer anderen Ebene des Komplexes. Umgekehrt: Wird 
jede Ebene eines Komplexes von Ebenen dadurch, dass man sie um die 
Normale einer Ebene Ä als Axe um 180® dreht, parallel zu ihrer ersten 
Lage oder zu einer anderen Ebene des Komplexes, so ist dieser Komplex 
isoschematisch nach der Ebene R.^ 

Wir brauchen diesen Satz offenbar nur für zwei Ebenen, die auch 
parallel sein können, zu beweisen. Sind z. B. P und P' isoschematisch 
nach i2, so müssen diese drei Ebenen in einer Zone liegen, und es muss 
mit Berücksichtigung der Richtung 

PR = — P'R ' . . . (1) 

sein. Dreht man nun P^ um die Normale zu R um 180®, so dass sie 
jetzt die Lage P" einnimmt, so muss auch die Kante P"Ä parallel der 
Kante P^R sein, da ja diess eben die Drehung um 180® charakterisirt. 
P" liegt daher ebenfalls in der Zone [PQP'J, und es muss 

P"Ä = — PR (2) 

sein; durch die Drehung soll ja der Winkel P'Q nicht geändert 
werden, sondern nur seine Richtung geht in die entgegengesetzte über. 
Aus (1) und (2) aber folgt 

PR = P'*R 

d. h. P" ist identisch oder wenigstens parallel mit P, da ja beide in 
derselben Zone auf derselben Seite von R mit dieser Ebene gleiche 
Winkel bilden sollen. Ersichtlich ist aber, wenn P parallel P' wird, 
noch immer P" parallel P, und es wird daher eine einzelne nach R 
isoschematische Ebene durch die Drehung parallel ihrer ursprünglichen 
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Lage werden. Da nun eia isoschematischer Komplex von Ebenen nur 
aus paarweise oder einzeln isoschematischen Ebenen bestehen kann, so 
haben wir die erste Hälfte des Satzes III durch das Gesagte bewiesen, 
und es ist leioht eiskzusehen, dass sich auch die Umkehrung auf die 
nämliche Art erweisen lässt. 

Betrachten wir den speziellen Fall eines Komplexes, welcher aus 
drei Ebenen besteht, die nicht in einer Zone liegen und worunter keine 
parallelen, so sind, damit ein solcher Komplex isoschematisch nach 
einer Ebene 22 sei, nur folgende- zwei Fälle möglich: 

Erstens, es sind die drei Ebenen einzeln isoschematisch narch 
B; alsdann müssen zwei derselben senkrecht zu B, eine aber ihr pa- 
rallel sein. Denn wären alle drei senkrecht zu i2, so lägen sie sämmt- 
lieh in einer Zone, und wären zwei parallel jß, so wären sie auch unter 
einander parallel, welcher Fall ja ausgeschlossen sein soll. 

Zweitens,, zwei Ebenen sind paarweise, die dritte aber einzeln 
isoschematisch nach der Ebene B, Die letzte Ebene muss alsdann 
senkrecht zu J2 sein, denn wäre sie ihr parallel, so würde sie, sowie 
i2, mit den zwei anderen Ebenen in einer Zone liegen müssen, was 
gegen unsere Annahme ist. 

Ein Komplex von Ebenen kann auch isoschematisch nach meh- 
reren Ebenen sein, es muss dann natürlich die Gruppirung der paar- 
weise isoschematischen Ebenen des Komplexes für jede Ebene, nach 
der derselbe isoschematisch ist, eine andere werden. 

Sucht man sich zu einer beliebigen Ebene P diejenigen, die mit 
ihr isoschematisch sind nach jeder einzelnen von n gewissen Ebenen 
S, sucht für die so erhaltenen Ebenen wieder diejenigen, die mit jeder 
derselben isoschematisch sind nach den einzelnen jener n Ebenen S, 
und setzt dieses Verfahren so lange fort, bis man keine neuen Ebenen 
mehr dadurch erhält: so werden die auf diese Weise aus der Ebene P 
abgeleiteten Ebenen zusammen einen Komplex bilden, der offenbar nach 
jeder der n Ebenen S isoschematisch ist, und den wir einen nach den 
Ebenen S isoschematischen einfachen Komplex nennen, dajadieEbe- 
nen desselben sich alle aus der einzigen Ebene P ergeben. 

Es ist aber auch klar, dass, wenn ein nach gewissen Ebenen iso- 
schematischer Komplex kein einfacher ist, die Ebenen dieses Kom- 
plexes sich in eine Anzahl einfacher Komplexe abtheilen lassen müssen. 
Denn es ist nicht möglich, dass eine Ebene in zwei einfache Komplexe 
gehört, indem ja aus dieser Ebene sich die Ebenen ableiten lassen, die 
mit ihr einen einfachen Komplex bilden; die Ebenen zweier einfachen 
Komplexe, die eine Ebene gemeinschaftlich haben sollen, müssen daher 
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identisch dieselben sein. Hiernach unterscheiden \vir also unter den 
Komplexen, die iiadi gewissen Ebenen isoschematisch sind, zweizählige, 
dreizählige u* s. f. nach der Anzahl einfacher Komplexe, in die sieh die 
ursprünglichen Komplexe abtheilen lassen. 

Um die Ebenen zu finden, die mit einer gegebenen Ebene P einen 
nach den n Ebenen S isoschematischen einfachen Komplex bilden, 
würde ersichtlich auch folgendes Verfahren dienen können: Man suche 
zxji der Ebene P die mit ihr nach einer der Ebenen S isoschematische 
Ebene; zu den zwei so bestimmten Ebenen suche man die mit denselben 
nach einer zweiten der Ebenen S isoschematischen Ebenen; hierauf zu 
diesen vier Ebenen die mit ihnen nach einer der dritten der Ebenen 8 
isoschematischen Ebenen n. s. f., wobei man jedoch bei der letzten 
der Ebenen 8 nicht stehen bleibt, sondern wieder auf die erste übergeht 
und das Verfahren so lange fortsetzt, bis man keine neuen Ebenen 
mehr dadurch erhält, sondern durch Wiederholung des Verfahrens nur 
mehr auf schon früher bestimmte Ebenen zurückgeführt wird. 

Freilich kann es bei diesem oder dem früheren Verfahren geschehen, 
dass man nicht mehr auf die ursprünglichen Ebenen zurückgeführt wird 
und eigentlich eine unendliche Anzahl von Ebenen erhält; es heisst 
diess offenbar so viel, dass nach solchen n Ebenen 8 ein Komplex von 
Ebenen nicht isoschematisck sein kann. 

Im Verlaufe dieses Kapitels werdeB wir auch Komplexe von 
Ebenen zu betrachten haben, die isoflcheoBatisch mit Bezug auf jede 
ihrer eigenen Ebenen sind; wir nennen einen solchen Komplex iso- 
schematisch mit Bezug auf sich selbst. 

§. 18. Isoschematische Linien. 

Nachdem wir im vorigen Paragraphe den Begriff isoschematischer 
Ebenen festgestellt, gehen wir zu den Linien über und nennen zwei 
Linien isoschematisch mit Bezug auf eine Ebene 72, wenn zwei zu diesen 
Linien senkrechte EbenenP undP' isoschematisch nach R sind. Sollen 
die Ebenen P und P' isoschematisch nach R sein, so muss R in einer 
Zone mit P und P* und gleich geneigt zu beiden sein; die Normalen 
dieser drei Ebenen werden daher, wenn man sie durch einen und den- 
selben Punkt im Baume gehen lässt, in einer Ebene liegen, und zwar 
wird die Normale zu Jß gleiche Winkel mit den Normalen zu P und P' 
bilden müssen. Wir können daher, wenn wir noch bedenkei^, dass je 
zwei Ebenen isoschematisch nach zwei anderen Ebenen sind, folgenden 
Satz aussprechen: 
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I. „Je zwei Linien sind isoschematisch mit Bezug auf zwei zu 
einander senkrechte Ebenen, deren Normalen die beiden Neigungswinkel 
der zwei Linien halbiren.^ 

Gehen die beiden Ebenen P und P' iu eine einzige nach jB iso- 
schematische Ebene über, so muss dem vorhergehenden Paragraphe 
zufolge P entweder senkrecht oder parallel zu R werden. Alsdann 
gehen aber auch die zu P und P* senkrechten Linien in eine einzige 
über, die entweder parallel oder senkrecht zu jB ist. In dem ersteren 
dieser zwei Fälle ist oiBFenbar die Lage der Linie theilweise unbestimmt, 
indem sie zwar senkrecht zur Normale R sein muss, um diese herum 
aber jede beliebige Lage haben kann. Wir können also sagen: 

IL „Jede Linie ist isoschematisch nach der auf ihr senkrecht ste- 
henden und nach jeder ihr parallelen Ebene.''* 

Soll daher ein ganzer Komplex von Linien isoschematisch mit 
Bezug auf eine Ebene JB sein, so müssen dieselben ähnlich wie bei einem 
Komplexe von Ebenen, entweder alle einzeln oder alle paarweise, oder 
aber theils einzeln, theils paarweise isoschematisch nach der Ebene R 
sein. Für einen solchen Komplex von Linien gilt nun entsprechend dem 
Satze für die Ebenen der folgende Satz : 

IIL „Ist ein Komplex von Linien isoschematisch mit Bezug auf 
eine Ebene iZ, so wird jede Linie dieses Komplexes, wenn man sie um 
die Normale auf R um 180® dreht, parallel entweder zu ihrer ersten 
Lage oder zu einer anderen Ebene des Komplexes. Umgekehrt: Wird 
jede Linie eines Komplexes dadurch, dass man sie um die Normale einer 
Ebene R als Axe um 180® dreht, parallel zu ihrer ersten Lage oder zu 
einer anderen Ebene des Komplexes, so ist derselbe isoschematisch mit 
Bezug auf die Ebene JB." 

Ist nämlich ein Komplex von Linien isoschematisch nach einer 
Ebene Ä, so ist es auch der Komplex der zu diesen Linien senkrechten 
Ebenen, was ja schon aus der Definition isoschematischer Linien her- 
vorgeht. Dem Satze III des vorhergehenden Paragraphes zufolge wird 
eine jede Ebene dieses Komplexes durch die Drehung entweder sich selbst 
oder einer andern Ebene des Komplexes parallel, und daher natürlich 
auch die Normale dieser Ebene entweder sich selbst oder der Normale 
einer anderen Ebene des Komplexes parallel, womit der obige Satz be- 
wiesen ist, indem auch die ümkehrung sich auf demselben Wege ergibt. 
Haben die Ebenen eines Komplexes £, der nachi2 isoschematisch 
ist, eine solche relative Lage, dass, wenn zwei Ebenen eine Kante 
bilden, diess auch die zwei Ebenen thun, welche mit der ersteren nach 
R isoschematisch sind, so wird der Komplex K der Kanten, welche die 
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Ebenen des Komplexes E miteinander bilden, ebenfalls nach R iso- 
schematisch sein müssen. Drehen wir nämlich je zwei Ebenen, die eine 
Kante bilden, um die Normale za B um 180^ so werden sie entweder 
parallel sich selbst oder zweien anderen Ebenen des Komplexes JEJ, 
daher offenbar auch ihre Kante durch die Drehung entweder sich selbst 
oder einer anderen Kante parallel wird. Da diess von jeder Kante gilt, 
80 muss dem Satze III zufolge der Komplex K derselben isoschematisch 
nach B sein, und wir haben den Satz: 

IV. „Ist ein Komplex von Ebenen isoschematisch nach einer 
Ebene i2, so ist es auch der Komplex der Kanten dieser Ebenen, voraus- 
gesetzt, dass wirklich für jede Kante zweier Ebenen aucff die Kante 
vorhanden ist, welche die zu den ersteren zwei Ebenen nach B iso- 
schematischen Ebenen miteinander bilden.* 

Die letztere Bedingung ist z. B. erfüllt, wenn die paarweise iso- 
schematischen Ebenen des Komplexes E gleich weit von einem und 
demselben Punkte O der Ebene B abstehen. 

Ein Komplex von Linien kann auch isoschematisch mit Bezug auf 
mehrere Ebenen sein, natürlich muss dann die paarweise Gruppirung 
der isoschematischen Linien für jede Ebene eine andere werden. Solche 
Komplexe sind entweder einfache oder zwei-, dreizählige u. s. f., gerade 
wie wir diess bei den Ebenen kennen gelernt haben. Auch wird man die 
Linien, welche mit einer gegebenen Linie einen nach n Ebenen S iso- 
schematischen einfachen Komplex bilden , dadurch finden, dass man 
Senkrechte fallt auf die Ebenen, welche mit der zu der gegebenen Linie 
senkrechten Ebene einen nach allen n Ebenen S isoschematischen ein- 
fachen Komplex bilden. 

S. 19. Isoschematische Krystallzonen. 

Wenden wir den Begriff isoschematischer Ebenen auf die möglichen 
Flächen der Zone eines Krystalles an, so können wir als Definition 
einer mit Bezug auf die Ebene Q, isoschematischen Krystallzone sagen, 
dass diess eine solche Zone ist, in welcher zu jeder Fläche eine andere 
mit ihr nach der Ebene Q, isoschematische Fläche möglich ist. Ist eine 
Krystallzone also isoschematisch nach einer Ebene Q, so wird zu jeder 
Fläche P dieser Zone eine andere P' möglich sein, so zwar, dass der 
Neigungswinkel dieser zwei Flächen durch die Ebene Q, halbirt wird. 
Eine in dieser Zone zu Q senkrechte Ebene B wird nun offenbar den 
zweiten Neigungswinkel der Flächen P und P' halbiren; letztere Flä- 
chen werden daher auch isoschematisch nach B sein, und da P eine 
beliebige Flächenzone vorstellt, so wird die Zone selbst der obigen 
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Definition zufolge isoschematiscli nach der Ebene R sein müssen. Diess 
gibt uns also den folgenden Satz: 

I. „Ist die Zone eines Krystalles isoscheinatisch mit BeEug auf 
eine Ebene Q, so ist sie es auch mit Bezug auf eine in dieser Zone zu Q 
senkrechte Ebene -B.* 

Dass aber solche Zonen, deren Flächen ja auch dem Gesetze d^ 
Rationalität der Indices gehorchen müssen , wirklidi an Erystallen 
möglich sind, geht aus den nachfolgenden zwei Sätzen hervor, in wel- 
chen gezeigt wird, dass, damit eine Zone eines Krystalls isoschematisch 
nach einer Ebene sei, die Elemente dieses Krystalles nur eine einzige 
Bedingung zu erfüllen haben. Der er«te dieser Sätze lautet : 

IL „Sind zwei Krystallflächen zu einander senkrecht, so ist die 
Zone dieser zwei Flächen isoschematisch mit Bezug auf ein« jede 
derselben.*' 

Wir werden diesen Satz bewiesen haben, wenn wir zeigen können, 
dass eine Ebene P', welche mit einer beliebigen Fläche P in der Zone 
der zwei zu einander senkrechten Flächen Q und R isoschematisch 
nach den letzteren Flächen ist, wirklieh eine Fläche dieser Zone sein 
kann, d. h. dass ihre Indices sich wie rationale Grössen verhalten. Es 
seien die Symbole von P, P', Q, JR 

Q Qefg'), R (uvw\ P ihht), P (h/lfV) 

und die Aufgabe ist nun, um zu entscheiden, ob die Indices der Ebene 
P' rationale Grössen sind, dieselben mit Hilfe der Indices der anderen 
Flächen und der für die Neigungswinkel dieser Flächen angenommenen 
Beziehungen 

QR = 900, PQ = QP 

zu bestimmen. Die Lösung dieser Aufgahe ergibt BiA aber leicht mit 
Hilfe der im $. 16 hiefur gegebenen Regel. Es ist nämlich mitHinweg- 
lassung der doppelten Vorzeichen 

h* == ß — "un 
k' ss^f -- vn 
V = g — wn 
wo 

oa' r -P^ 1 

oa L Pi2 J 

das Verhältnis von oa zu oa' aber auf folgende Weise ermittelt werden 
kann : Man mache auf einer und derselben Seite der Linie oQ, und mit 
dem beliebigen Punkte h derselben, Fig. 12 

QoR =QR = 90^ QbP = QP, QbP* = QP' 



»=^[. 
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sind alsdann a und a' die Durcbschnittspunkte der Linien hP und JP' 
mit oÄ, so geben uns deren Entfernungen vom Punkte o die gesuchten 
Grössen oa undoa', wobei aber letztere mit negativem Voraeichen zu 
nehmen ist, da der Punkt a' in diesem Falle auf der entgegengesetzten 
Seite vom Punkte o wie a liegt« In Folge unserer Konstruktion ist aber 
offeInbar 

i^ aho ^ A a'ho 

da ja ausser den beiden pecbten Winkeln aobxmA a'ob und der gemein- 
schaftlichen Seite bo auch die Winkel abo und a^bo gleich sein müssen. 
Es ist daher der absoluten Länge nach auch oa gleich oa' und mit Be- 
rücksichtigung des Vorzeichens 

oa' 

oa 

Ke Indices der Fläche P' werden somit 



'-'+«[#] 
'-^+»[#] 
"-^+»[#] 



und sind wirklich rationale Grössen, sobald es nur auch die Indices der 
Flädben Q, M und P sind. 

Wir wollen jetzt folgenden Satz beweisen: 

IIL „Sind in einer Z^ne eines Krystalles zwei Flächen gleich 
geneigt zu einer dritten Fläche , so ist auch eine in dieser Zone zur 
letzteren Fläche senkrechte Ebene eine mögliche Fläche des Krystalles, 
und daher die Zone isoschematisch nach diesen beiden, zu einander 
senkrechten Flächen." 

Der zweite Theil dieses Satzes folgt offenbar aus dem Satze II, 
sobald wir den ersten Theal bewiesen haben. Es seien also die Flächen 
P und P' gleich, geneigt zu Q, in der Zone dieser Flächen aber die 
Ebene B senkrecht auf Q, sojnit 

PQ = QP', QR = 90» 

PQ = i/2PP', Pi2 = y^PP' + 900 

Die Symbole dieser drei Flächen und der Ebene B seien 

P (ÄfcO, P' (Ä'fc'ZO, Q Cefff-), R (uvw) 
zu beweisen aber ist, dass die Indices von R rationale Grössen sind, und 
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die Ebene i2 somit wirklich eine mögliche Fläche ist. Mit Hilfe der im 
$.16 gegebenen Regel finden wir nun für die Indices der Ebene M die 
Ausdrücke 

u = k — A'n 
V = k — k'n 
w = l — Vn 
wobei 

oa r QP* n 

und der Quotient von oa durch oa* auf folgende Weise bestimmt werden 
kann: Man mache auf derselben Seite der Linie oP und in dem belie- 
bigen Punkte h derselben die Winkel, Fig. 13 

PoP^PP" PhQ = ^/^PP*, PJÄ = Pi2 = 90» + Vz-P^'; 
die Entfernungen des Punktes o von den Durchschnittspunkten a,a' der 
Linien JQ, hR mit oP* geben dann die unbekannten Grössen oa und 
oa\ von welchen die letztere mit negativem Vorzeichen zu nehmen ist, 
da der Punkt a' auf der entgegengesetzten Seite von o liegt, wie der 
Punkt a. Zufolge unserer Konstruktion hat man aber 

PoP' = 2PbQ, aha' = 9(fi 

hao = hoP» — dbo = PoP' — PbQ = PbQ = abo 

ba*o = 90<> — bao = ^{fi — abo = a*bo 

Die Dreiecke abo und ba*o sind also gleichschenklig, und der 
absoluten Länge nach muss 

oa = bo = oa'' 

mit Berücksichtigung des Vorzeichens aber 

oa* 

oa 

sein. Hiedurch werden die Indices der Ebene R 






also wirklich rationale Grössen, womit der aufgestellte Satz bewiesen ist. 

Sind zwei Flächen, P, P' isoschematisch mit Bezug auf eine 

dritte tautozonale Fläche Q, so sind, wie wir aus dem 8. 17 ersehen. 
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nur zwei Fälle möglich, entweder die beiden Flächen sind paarweise 
isoschematisch zur Fläche Q, d. h. mit ihr in einer Zone und zu ihr 
gleich geneigt, oder aber die beiden Flächen P, P* sind einzeln iso- 
schematisch nach Q, In letzterem Falle muss eine der beiden Flächen 
senkrecht, die andere aber parallel Q sein; wären beide parallel, so 
hätten wir statt zwei Flächen ja nur eine, wären aber beide senkrecht 
zu Q, so könnte ja Q nicht mit ihnen tautozonal sein. Wie der Satz 
II und III lehren, haben wir aber für diese beiden Fälle , in welchen 
zwei Flächen, P und P', isoschematisch nach der tautozonalen Fläche 
Q, sind, bewiesen, dass alsdann die Zone dieser Flächen isoschematisch 
sein musiä mit Bezug auf Q und eine in dieser Zone zu Q senkrechten 
Ebene Ä, welche eine mögliche Fläche ist. Wir können somit den fol- 
genden Satz aussprechen : 

IV. „Sind zwei Flächen entweder paarweise oder einzeln iso- 
schematisch nach einer tautozonalen Fläche Q, so ist die Zone dieser 
Flächen isoschematisch nach Q, und nach der zu Q, in dieser Zone senk- 
rechten möglichen Fläche.* 

Bei den Beweisen der Sätze 11 und III haben wir jedesmal eine 
Beziehung zwischen denlndices von vier tautozonalen Flächen gefunden, 
von welchen Flächen zwei paarweise isoschematisch nach den beiden 
übrigen, zu einander senkrechten Flächen sind. Stellen wir diese zwei 
Beziehungen zusammen, so erhalten wir den folgenden Satz: 

V. „Halbirt die Fläche Q, Qefg') einen der Neigungswinkel der 
Flächen P (hkt) und P' (h'k'V), so sind die Indices der Fläche Ä, 
welche den anderenNeigungswinkelhalbirt und daher zu Q senkrecht ist: 







Sind aber die Flächen Q ißfg) und Ä {uwi) zu einander senk- 
recht und P {hkl) eine Fläche in ihrer Zone, so sind die Indices einer 
Fläche P, deren Neigungswinkel mitP durch Q und R halbirt werden, 
gegeben durch die Gleichungen 



^'=±(/+. [#]) 



V. Lang, KrystaUographie. 
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Die Grösse, welche wir bei den Beweisen der Sätze II und III mit 
^^ bezeichnet haben, ist dem §.15 zufolge nichts anderes, als das 



anharmonische Verhältnis der Flächen P und P' zu den Flächen © 
und i2, welches Verhältnis, wie wir ebenfalls im §• 15 gezeigt haben, 
sich immer durch die Indices der vier Flächen ausdrücken lässt. In den 
betrachteten Sätzen wurde aber dieses Verhältnis gleich — 1, in welchem 
Falle man dasselbe ein harmonisches Verhältnis nennt. Sind also 
die beiden Flächen P und P' isoschematisch mit Bezug auf Q, und i2, 
so ist dem Gesagten zufolge 



oder auch 






Diess gibt den folgenden Satz : 

VI. „Sind P, P', Q, -B die Symbole von vier tautozonalen Flä- 
chen, vo.n denen die zu einander senkrechten Flächen Q, und R die 
Winkel der beiden anderen halbiren, so besteht die Gleichung 
r QP-\ , [BP 



^]+[^]=» 



L QP 

§. 20. ErystaHzonen, die isoschematisch nach mehreren Flächen sind. 

Aus den Sätzen des vorigen Paragraphes ergibt sich, dass die 
Elemente eines Krystalles nur eine Bedingung zu erfüllen brauchen, 
damit eine Zone desselben isoschematisch werde nach zwei ihrer Flä- 
chen, die auf einander senkrecht stehen; es genügt ja zu diesem Zwecke, 
dass in der betreflFenden Zone der Neigungswinkel zweier Flächen ein 
rechter ist, oder aber, dass die zwei Winkel zwischen drei Flächen der 
Zone einander gleich sind. 

Nehmen wir nun an, dass die drei auf einander folgenden Nei- 
gungswinkel der vier tautozonalen Flächen P, P', Q, B einander gleich 
werden, so muss die Zone dieser Flächen dem §.19 zufolge oflFenbar 
isoschematisch nach P' und Q sein. In diesem Falle werden die Ele- 
mente des betreflFenden Krystalles zwei Bedingungen unterworfen sein; 
allein es entsteht hier die Frage, ob denn dieser Fall überhaupt mög- 
lich ist, oder vielleicht nur für gewisse Wer the der gleichen Winkel statt- 
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finden kann. Wir haben nämlich im $. 15 gesehen, dass wir nur zwei 
Winkeln in der Zone eines Krystalls beliebige Werthe ertheilen können, 
ohne dass derselbe aufhört, niöglich zu sein, dass aber^ Wenn wir die 
Winkel zwischen vier tautozönalen Flächen gewissen Bedingungen un- 
terwerfen, wir erst nachzuweisen haben, dass diese Flächen wirklich 
mögliche Flächen einer Krystallzone sein können. 

Wir werden also für drei dieser Flächen von vornherein rationale 
Indices annehmen können, und diese Rationalität für die vierte erst 
nachwrii^en müssen, indem wir etwa iseigen , dass das ahharmonische 
Verhältnis dieser vier Flächen ein rationales ist. 

Wir wollen somit jetzt untersuchen, ob immer oder unter welchen 
Bedingungen das anharmonische Verhältnis von vier tautozönalen 
Flächen, die drei gleiche Winkel unter einander bilden, ein rationales 
wird, üin dieses Verhältnis zu finden, schneidet) wir solche vierFlächeü 
jP, P', e, Ä, für welche 

durch eine zu ihnen senkrechte ^bene, und erhalten so, Fig. 14, die 
]LinienoP,oP',oQ, oi2, für deren gegenseitige Neigungen die Gleichungen 

gelten müssen. Schneiden wir nun diese Linien durch eine Gerade, 
welche sie in den Punkten jp, p% q und r trifft j so ist, wenn 

Y das anharmonische Verhältnis der Flächen $ und 12 zu den Flächen 
PundP. Da die Lage der Linie |>r beliebig ist, so können wir uns 
dieselbe auch so gezogen denken, dass op=^ or wird; es muss akdann 
in Folge der Kongruenz der Dreiecke pop* und roq auch 

op* z=z oq^ qp = rp', rq = pp^ 
sein. Es wird somit 

rp ^ qp' ^ 2pq — qp' _ qp* / qp 






Diesen Ausdruck wollen wir noch dadurch umgestalten, dass wir 

in deraselbefl den Bruch ^^ durch das Verhältnis der Linien pq* zu 

qp 

oq* bestimmen, welches offenbar das Verhältnis der Sehne des Winkels 

q> zu dem Halbmesser vorstellt, op' ist ja gleich oq. Zur Abkürzung 

setzen wir hiefür 

5* 
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op* 

und bemerken, dass der Werth von 8 nur von dem Winkel q> und nicht 
etwa auch von der Lage des Punktes p auf der Linie oP* abhängt. 
Machen wir zu dem erwähnten Zwecke auf der Linie oP 

oh = op 

so haben wir zwei gleichschenklige Dreiecke poh und p^oq^ in denen 

die Winkel an der Basis alle gleich 90® ^ sind, daher auch^ 

pico = op^q = pp% 

das Dreieck pp'k somit ebenfalls ein gleichschenkliges und 

p1e=pp* 

ist. In Folge der Gleichheit dieser Winkel sind aber die drei Dreiecke 
poh^ p'oq^ pp^k einander ähnlich und geben die folgenden Proportionen: 

op : op* == kp : jp' 

pp^ : oq = kp* : qp* 

woraus man leicht 

op = ok=^^^^^^ 

qp' 2P 

^ oq op* 

erhält. Die Subtraktion dieser Gleichungen gibt 

ok — fcü' =i= op* = pp' . -^^-- i^T- 

^ qp* — op* 

und die Division mit op 



1= ^~ 



^fi-^^^=("S^-Ofi-^^^ 



qp' ^ \ qp' 

voraus man leicht 

qp' 1 — «* 



qp 2 — »« 

erhält. Setzt man nun diesen Werth in den letzten fttr -=- gefundenen 

Ausdruck, so wird 

i i - 8^ 3 - g? (2 — g» — 1) (2 — «' 4- 1) 
F"~2— «* • 2— «* C2 — «*)* 

_ (2 — <^» - 1 _ 1 



(2 _ »»)« (2 — ««)« 
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Das anharmonische Verhältnis V wird aber offenbar gleichzeitig 

mit seinem reciproken Werthe -= rational; damit aber das letztere 

der Fall ist, muss, wie die vorstehende Gleichung lehrt, (2 — «*)* 

eine rationale Grösse sein. Setzen wir daher, anter m eine rationale 

Zahl verstanden, 

2 — «* = m 
so wird 

9 = y^2 — \/m 

nnd wir können somit sagen: 

I. „Sollen die drei Winkel zwischen vier tautozonalen Flächen 

den gleichen Werth ^> haben, so muss für denselben das Verhältnis der 

Sehne zum Halbmesser von der Form 1/ 2 — |/m sein, unter m eine 
rationale Zahl verstanden.* 

Dieselbe Bedingung wird nun erfüllt sein müssen, soll eine Kry- 
stallzone isoschematisch sein nach zwei ihrer Flächen, die nicht auf 
einander senkrecht sind, indem alsdann vier Flächen dieser Zone gleiche 
Winkel bilden. Aber auch in dem Falle, dass der Winkel zwischen 
jenen zwei Flächen ein rechter ist, hat für denselben das Verhältnis 

der Sehne zum Halbmesser die Forml/ 2 — |/m^ indem man sich leicht 
überzeugt, dass für einen Winkel von 90^ dieses Verhältnis gleich 
1/2=1/3 — V^ wird. Wir können somit ganz allgemein sagen : 

IL „Soll eine Krystallzone isoschematisch nach zwei ihrer Flä- 
chen sein, so muss für den Neigungswinkel dieser Flächen das Ver- 
hältnis der Sehne zum Halbmesser von der Form f/ 2 — |/msein, wo 
m eine ganze oder gebrochen rationale Zahl bedeutet.* 

Für solche Krystallzonen gelten nun auch folgende Sätze: 

ni. „Sind in einer Krystallzone zu einer Fläche drei andere unter 
den Winkeln 9>, 2g), 3g) geneigt, so ist in dieser Zone auch jede Ebene 
eine mögliche Fläche, deren Neigungswinkel zur ersten Fläche von der 
Form i ng) oder ^ ng) -f- ^0 ist, unter n eine ganze Zahl verstanden.* 

Nehmen wir, um diess zu beweisen, an, dass P^,, Pj, Pj, P3 vier 
Flächen einer und derselben Zone seien, so zwar, dass 

P(hPl = P1P2 = -^2-^3 = ^ 

also 

PJ^% = 2g>, P(hP3 = 3g) 
ist. Die Flächen P^ und P3 sind alsdann gleich geneigt zu P^ und die 
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Zone dieser Flächen daher nach §.19 isoschematisch mit Bezug auf 
P2; es muss daher in dieser Zone zur Fläche Pq auch eine andere 
Fläche P4 möglich sein, für welche 

Hieraus erhält man sogleich 

Poi', = 2P^2 = Afp 

Es ist also in der betrachteten Zone auch eine Fläche P4 mög- 
lich, welche mit Pq den Winkel 4g) bildet. Ebenso beweist man die 
Möglichkeit einer Fläche P5, für welche 

p,p, = p,p, 

und also 

P0P5 = PoPt + 2P,P3 = 5^ 

ist. Man sieht, dass sich dies Verfahren beliebig weit fortsetzen lässt, 
und dass man wirklich auf diese Weise für jeden ganzen W^rth von n 
die Möglichkeit emer Fläche P^ beweisen kann, für welche 

PöPo = ng> 

Auf die nämliche Art lässt sich aber auch die Möglichkeit der 
Fläche Pn für negative Werthe von n beweisen; man braucht ja nur 
bei der FlächePa beginnend das Verfahren überP© hinaus fortzusetzen, 
wo man dann wieder Flächen bekommt, die um Vielfache des Winkels 
g> von der Fläche Pq entfernt in diesem Falle aber auf der ent- 
gegengesetzten Seite wie früher liegen. Da jede Fläche P^ den Winkel 
der Flächen P^^i und P„^., halbirt, so ist die Zone dieser Flächen nach 
jeder Fläche P„ isoschematisch, daher auch die Ebenen senkrecht zu die- 
sen Flächen mögliche Flächen der Zone sind; Diese Ebenen werden aber 
Qffenbar mit der Fläche Po Winkel von der Form i ^^^^ H" ^^® bilden. 

Der eben bewiesene Satz lässt sich noch auf folgende Weise ver- 
allgemeinern.: 

IV. „Sind die zwei Neigungen zwischen drei tautozonalön Flächen 
gleich ein und demselben Winkel g?, für welchen das Verhältnis der 

Sehne zum Halbmesser von der Forml/ — 2 V^isfc, unter m eine ra- 
tionale Zahl verstanden, so sind in dieser Zone alle Ebenen mögliche 
Flächen, die mit irgend einer Fläche dieser Zone Winkel von der Form 
+ n(p oder + n(p-\- 90® bilden, wo n jede ganze Zahl mit Einschluss 
der Nulle sein kann.* 

Wir brauchen diesen Sati oflFenbar nur für den Fall, dass n gleich 
Eins ist, zu beweisen. Zwischen einer Ebene P^, die mit einer Fläche 
P die Zone der Winkel ng> macht, liegen nämlich eine Anzahl Ebenen 
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Pi, P2 , so dass die Winkel zwischen je zwei aufeinander fol- 
genden Ebenen P, Pj, Pg Pn alle gleich q> sind: gilt nun der Satz 

für n = 1, so wird Py eine mögliche Fläche sein, da sie mit P den 
Winkel 9) bildet; alsdann wird aber auch P2 eine mögliche Fläche 
sein müssen, weil diese Ebene wieder mit der möglichen Fläche P^ den 
Winkel q> bildet, und dieser Schluss wird sich ersichtlich so lange fort- 
setzen lassen, bis man bei der letzten Ebene P^ angelangt ist. 

Um aber den angeführten Satz für den Fall n gleich Eins zu be- 
weisen, nehmen wir an, dass die tautoaonalen Flächen P und Q gleiche 
Winkel g> mit P' bilden, dass in derselben ZoneiZ eiüe beliebige Fläche 
und 8 eine zu R unter dem Winkel <p geneigte Ebene sei, von der eben 
gezeigt werden soll^ dass sie eine mögliche Fläche der Zone ist. Wir 
schneiden diese fünf Ebenen; nachdem wir sie durch eine und dieselbe 
Linie im Räume gelegt haben, durch eine zu ihnen senkrechte Ebene, 
und erhalten so, Fig. 15, die Durchschnittslinien oP, oP*y oQ, oB und 
oÄ, für welche der Annahme zufolge 

PoP' = P'oQ = BoS 

sein muss. Würden wir di^se Linien durch eine beliebige Gerade schnei- 
den, so könnten wir dann leicht die anharmonischen Verhältnisse zwi- 
schen je vier dieser fünf Ebenen angeben. Dem §. 15 zufolge können 
wir aber diese Verhältnisse auch dadurch bestimmen, dass wir durch 
den beliebigen Punkt b der Linie oP Parallele mit oQ^ oÄ, oS ziehen, 
welche die Linie oP^ etwa in ien Punkten a, a', a" treffen, so dass 
also 

abWoQ, a'&||oÄ, a"& || o/S 

Das anharmonische Verhältnis der Flächen Q und B zu den 
Flächen P und P' ist alsdann 

^ oa 



'oa* 



das der Ebenen Q und S zu P und P' aber 

Von dem ersteren dieser Verhältnisse wissen wir, dass es eine 
rationale Grösse ist, da es sich ja auf vier Ebenen bezieht, die der 
Annahme zufolge mögliche Flächen einer Krystallzone sind. Können 
wir diese Rationalität auch für das zweite Verhältnis W beweisen, so 
haben wir alsdann gezeigt, dass die Ebene S eine mögliche Fläche dieser 
Zone ist, womit der Satz IV allgemein bewiesen ist, da ja die Fläche 
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Q eine ganz beliebige Fläche der Zone vorstellt. Unserer Konstruktion 
zufolge ist aber 

bao = PoQ = PoP' 

ba'o = PoB = RoQ + P'oQ = BoB + QoB = Qo8 

= aha*' 
Hieraus folgt, dass das Dreieck oah ein gleichschenkliges, somit 
oa = ah 
ist; ferner, dass die Dreiecke a'oJ und dba^* einander ähnlich sind, da 
zwei ihrer Winkel stückweise gleich sind. Aus diesen Dreiecken erhalten 
wir aber die Proportion 

oh : oa' = aa** : ab 

= (oa — oa") : oh 



woraus man leicht 

und ' 

1 oa 



oh^ 

oa'' = oa ■ 



oa' 



W oa 



oa , oa* \ oa / 



findet. Der Bruch lässt sich aber durch das Verhältnis der Sehne 

oa 

des Winkels PoP* = q> zum Halbmesser ausdrücken, indem man sich 

auf der Linie oP die Punkte 8 und A bestimmt, für welche 

08 = oa^ ha Jl. oP 

Aus den rechtwinkligen Dreiecken 8ah und aAo ergibt sich dann 
successive 

as2=aÄ2+AÄ2=:oa2— oA2+A«2==oa«— (oA+A«)(oA— AO 

= oa*^ — 08 {08 — 2As) = oa^ — oa (oa — 2A«) 

= 2oa . hs . 

aus den Dreiecken ^aA und ahh aber 

aÄ2=aA«+A52=ai^2_ftA2^A52=jö2— CftA+A«)(6A— A«) 
= Jo^ — (oa. — ob") (oa — oh — 2A5) 
= oa* — 2o^ — oa + 2 (oa — ob') hs. 

Eliminirt man nun aus den so gefundenen zwei Werthen von aa^ 
die Grösse A«, so erhält man 

oa^ = oh (2oa2 — a««) 
und wenn man diese Gleichung durch oa^ dividirt 

ob /^ a«* 



1 = 



oa 



(^-^) 
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08 

Nun ist aber der Bruch nichts anderes als das Verhältnis 

oa 

der Sehne des Winkels 9 zum Halbmesser und unserer Annahme zufolge 
gleich j/ 2 — \/m'; diess gibt 



oa* ^ ' ^ ' ' oa Ym 

Hiedurch wird schliesslich 

W ^ m 

und da m und V rational sind, auch W eine rationale Grösse. Es ist 
somit der Satz IV für Winkel von der Form n(p bewiesen, und zwar 
sowohl für positive als negative Werthe von 9, da wir ja gar keine 
Voraussetzung für die Richtung, in welcher die Winkel gezählt werden 
sollen, gemacht haben. Die Zone wird offenbar isoscbematisch sein 
nach jeder ihrer Flächen, da ja zu beiden Seiten einer jeden Fläche, 
wie eben bewiesen, eine andere unter dem Winkel q> zu ihr geneigte 
Fläche möglich sein muss; da also die Zone nach jeder ihrer Fläche 
isoscbematisch ist, so wird dem §.19 zufolge jede Ebene, die senkrecht 
zu irgend einer Fläche einer solchen Zone, auch eine mögliche Fläche 
derselben sein. Es ist hiermit der Satz IV auch für den Fall von Ebe- 
nen, die Winkel von der Form + nq>-\' 90<> mit einer Fläche der Zone 
bilden, bewiesen. 

Zu bemerken ist hiebei, dass der Satz IV für einen Winkel q> 
der gleich 90*^ ist, nicht mehr gilt, obwohl auch für diesen Winkel das 
Verhältnis der Sehne zum Halbmesser von der Form 1/ 2 = |/l»i ist, 
indem in diesem Falle von den drei ursprünglichen Flächen zwei zu- 
sammenfallen und in der Zone derselben daher eigentlich nur ein Nei- 
gungswinkel gleich 9> ist. 

Die Voraussetzungen des zuletzt bewiesenen Satzes sind oflfenbar 
erfüllt, wenn eine Zone isoscbematisch nach zwei ihrer Flächen ist, die 
nicht aufeinander senkrecht stehen. Machen nämlich diese zwei Flächen 
den Winkel q> mit einander, so muss die Sehne dieses Winkels nach 
Satz n sich zum Halbmesser verhalten, wie 1/2 — |/m zu 1, und es 
sind sogar drei aufeinander folgende Winkel gleich q>. Wir können daher 
schliesslich noch den folgenden Satz aussprechen : 

V. „Ist eineKjystallzone isoscbematisch nach zwei ihrer Flächen, 
die nicht auf einander senkrecht stehen, so ist sie auch isoscbematisch 
mit Bezug auf eine jede in dieser Zone mögliche Fläche.'' 
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S. 21. Tautozonale Krystallflächen, die isoschematiBch mit Bezug 
auf sich selbst sind. 

Sollen r tautozonale Ebenen, worunter keine parallelen, so ange- 
ordnet sein, dass sie isoschematisch mit Bezug auf sich selbst sind, 
d. h. dass sie einen Komplex von Ebenen bilden, der nach jeder seiner 
Ebenen isoschematisch ist, so muss, wenn man diese Ebenen durch 
eine und dieselbe Linie im Räume gehen lässt, offenbar der Winkel je 

zweier benachbarten Ebenen immer derselbe, und zwar gleich a?= 

sein, da ja r tautozonale Ebenen, wenn unter denselben keine paral- 
lelen sind, den Raum um ihre gemeinschaftliche Durchschnittslinie 
herum in 2r Theile theilen. 

Wir wollen jetzt untersuchen, ob so angeordnete r Ebenen, 

Po, Pi Pr_i, Fig. 16, Flächen einer und derselben Krystallzone 

sein können. Der Winkel, den irgend eine dieser r Ebenen mit der 
Ebene Pq bildet, ist offenbar gegeben durch die Gleichung 

JP„Po==wa?; 

setzt man in dieselbe für n der Reihe nach 0, 1, 2 r — 1, so erhält 

man nämlich alle r Ebenen. Aber auch wenn für n höhere. Zahlen- 
werthe angenommen werden, gibt diese Gleichung nur Ebenen, die mit 
den r ursprünglichen zusammenfallen;. Ebenen nämlich, welche sich von 
einander nur dadurch unterscheiden, dass sie mit Pq Winkei bilden, 
die um ganze Vielfache von 180® differiren, sind ja identisch. 

Alle durch diese Gleichung repräsentirten Elbenen worden aber 
nach $. 20 mögliche Flächen einer Krystallzone sein, sobald diess nur 
etwa die vier ersten dieser Ebenen sind, da ja die Winkel, welche die- 
selben unter einander bilden, die Werthe 

P J>, = X, PqP^ = 2a?, P0P3 ^ Scß 

haben. Damit aber vier solche Ebenen mögliche Flächen eines Kry- 
stalles' seien, muss ebenfalls zufolge §. 20 für den Winkel a?. das Ver- 
hältnis der Sehne zum Halbmesser von der Form 1/ 2 — l/w^Tsein, wo 
m eine rationale Grösse bedeutet. Da nun unserer Annahme zufolge 
der Winkel w der 2r. Theil von 360® ist, so wird die Sehne dieses 
Winkels offenbar die Seite eines regelmässigen 2rEckes, und wir können 
somit sagen; 

I. „Sollen r tautozonale Ebenen, worunter keine parallelen, die 
isoschematisch mit Bezug auf sich selbst sind, mögliche Flächen eines 
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und desselben Krystalles sein, so muss r einen solchen Wertb haben, 
dass das Verhältnis der Seite des regelmässigen 2r£ckes zum Halb* 

messer des umgeschriebenen Kreises von der Form 1/2 — f^ wird, 
unter m eine rationale Grösse verstanden.^ 

Nun wissen wir aber aus der ebenen Geometrie, dass das Ver- 
hältnis der Seite des regelmässigen 2rEckes zum Halbmesser des umge- 
schriebenen Kreises sich nur für wexiige spezielle Werthe von r durch 
Ausdrücke darstellen lässt, in denen keine höheren als Quadratwurzeln 
vorkommen. Unter dieser beschränkten Anzahl von Fällen sind e» aber 
wiederum nur wenige, in welchen das betrachtete Verhältnis von der 
verlangten Form ist. Diese Fälle sind nebst den korrespondirenden 
Weithen des Verhältnisses 8 und des Winkels x: 

r = 2 8= y^ 2 — \/0 = \/2 0? = 90« 

r = 3 8= j/2 — V^r= \/T x = 60» 

r = 4 Ä = j/2 — |/2" X = 450 

r = 6 « = j/2 — 1/3" X = 30« 

Diess gibt also schliesslich d^n folgenden Satz: 

II. „Es können, parallele Flächen ausgeschlossen, nur 2, 3, 4 
oder 6 tautozonale Krystallflächen isoschematisch mit Bezug auf sich 
selbst sein.* 

Den ersten dieser Fälle, in welchem zwei Flächen auf einander 
senkrecht stehen, haben wir schon im §. 19 betrachtet, auch für den 
zweiten Fall brauchen wir nicht erst den hiör geführten Beweis. Dieser 
Fall l^ezieht sich nämlich nur auf drei Flächen, den Winkeln zwischen 
drei Flächen können wir aber beliebige Werthe ertheilen, ohne dass 
diei^elben aufhören, Flächen eines möglichen Krystalles zu sein. Kom- 
men aber in einer Krystallzone Flächen vor, welche dem zweiten Falle 
entsprechen, sb sind in derselben Zone auch immer Flächen möglich, 
welche dem letzten der angeführten Fälle entsprechen. In dem zweiten 
Falle bilden nämlich zwei Flächen, Pq und P2 mit der Fläche P^ den- 
selben Winkel von 00®, för welchen das Verhältnis der Sehne zum 

Halbmesser gleich 1/ 2 — |/ 1 also von der Form 1/2 — |/m ist. 
In der Zone [iV^a] ™^ss daher dem §. 20 zufolge zu jeder Fläche auch 
eine senkrechte Fläche möglich sein. Die Flächßu P3, P^, P5 nun, 
Fig. 17, welche senkrecht zu Pq, Pj und P^ sind, halbiren oflfenbar 
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die Winkel PiP^i -^2^0? P^u ^nd es entsprechen daher die sechs 
Flächen Pq. ..P^ ersichtlich dem vierten der aufgezählten Fälle. 

Auch der dritte Fall lässt sich auf ähnliche Art beweisen. Es 
werden nämlich immer Krystalle möglich sein, in welchen zwei Flächen, 
P0, P2 mit einer dritten tautozonalen Fläche P^ gleiche Winkel von 
45® bilden, Fig, 18. Da nun für diesen Winkel das Verhältnis der Sehne 

zum Halbmesser gleich 1/2 — V^ also von der Form 1/2 — ^~rä 
ist, so muss dem §.20 zufolge in dieser Zone auch dieEbone P3, welche 
mit Pq den Winkel 135^' = 3 X iS^' bildet, eine mögliche Fläche sein. 

Aus dem §• 20 ergibt sich aber auch, dass, wenn in einer Kry- 
stallzone vier oder sechs Flächen möglich sind, die isoschematisch mit 
Bezug auf sich selbst sind, überhaupt zu jeder Fläche Q dieser Zone, 
respective drei oder fünf Flächen möglich sein müssen, die mit dieser 
Fläche Q ebenfalls isoschematisch mit Bezug auf sich selbst sind, und 
daher ebenso wie die ursprünglichen vier oder sechs Flächen angeordnet 
sind. Dadurch, dass vier oder sechs tautozonale Krystallflächen iso- 
schematisch mit Bezug auf sich selbst sind, wird jaden Voraussetzungen 
des Satzes III, §• 20 genügt, und es müssen daher alle Ebenen der be- 
trachteten Zone mögliche Flächen sein, die mit einer Fläche derselben 
respektive Winkel von der Form /i.45® oder w.30® bilden. Die mög- 
lichen Flächen solcher Zonen lassen sich daher in Gruppen von respek- 
tive je vier oder sechs Flächen, die isoschematisch mit Bezug auf sich 
selbst sind, abtheilen. 

Es ist auch klar, dass, wenn in einer Krystallzone drei, vier oder 
sechs Flächen vorkommen, die isoschematisch mit Bezug auf sich selbst 
sind, diese Zone isoschematisch sein muss nach jeder ihrer Flächen. 

Es soll jetzt folgender Satz bewiesen werden : 

ni. „In einer und derselben Krystallzone können nicht gleichzeitig 
vier und sechs Flächen isoschematisch mit Bezug auf sich selbst sein." 

Könnte diess nämlich der Fall sein, so müssten in dieser Zone 
auch vier Flächen P, P', Q, R möglich sein, welche die Winkel 

PP'= PB =^ 450, P'Q = 30» 
mit einander bilden. Das anharmonische Verhältnis solcher vier Flächen 
ist aber irrational. Denn sind oP^oP', oQ, olt die Durchschnitte dieser 
Flächen, Fig. 19, mit einer zu ihnen senkrechten Ebene, ^, j?', y, r 
aber die Kreuzungspunkte dieser Linien mit einer zu oP' senkrechten 
Geraden^ so hat man 

pop' = p'or = 45^ p'oq = 30^, pp'o = ap'r = 90® 
pp* = p'r = op', 2p' q = oq 
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nnd aas dem rechtwinkligen Dreiecke p*oq 

pp^ = op'2 == oq^ — p'^ = ^p*^^ 

Hiernach erhält man für das anharmonische Verhältnis der Flä- 
chen Q, und R zu den Flächen P und P' 

qp' ' rp P'9 ' 2rp' /2 ^ i y^ ^ 

Dem letzten Ausdrucke zufolge ist nun das anharmonische Ver- 
hältnis irrational, daher solche vier Flächen, wie P, JP', Q, B nicht in 
einer Krystallzone vorkommen können. Es ist aber in Folge dessen 
auch nicht möglich, dass in einer Krystallzone vier und sechs Flächen 
isoschematisch mit Bezug auf sich selbst sind, indem alsdann auch 
solche Flächen wie P, P', Q, R möglich sein müssten. 

Schliesslich wollen wir noch, da die^s des Nachfolgenden wegen 
von Interesse ist, die Anzahl und Anordnung der Ebenen kennen lernen, 
die mit einer beliebigen Ebene einen einfachen , nach r Ebenen P iso- 
schematischen Komplex bilden, wenn jene Ebenen P tautozonal und 
isoschematisch mit Bezug auf sich selbst sind. 

Nach dem früher Gesagten müssen solche r Ebenen Pq, Pi...Pr_i 
so angeordnet sein, dass je zwei auf einander folgende einen Winkel 

gleich 9 = bilden. Lassen wir diese Ebenen durch einen und 

denselben Durchmesser zz^ einer Kugel gehen, welche uns als Sphäre 
der Projektion dienen soll, so werden uns, wenn der Zonenkreis jener 
Ebenen auch- zugleich der Durchschnitt der Kugel mit der Ebene der 
Zeichnung sein soll, die Geraden ^qP„, Ptp^+iy P2Pn+« — » Fig. 20, die Schnitte 
jener r Ebenen mit der Kugel vorstellen. Alle diese Geraden werden sich 
natürlich in dem Punkte z schneiden müssen, welcher der Endpunkt des 
Durchmessers zz^ ist, und welcher Punkt von jedem Punkte des Kreises 
PoPi" ' ^^ ^^ absteht. Ist nun in dem Stücke poZpj^i dieser Kugel 
der Punkt o der Pol irgend einer beliebigen Ebene, so wird ein durch 
und z gezogener grösster Kreis ebenfalls als gerade Linie erscheinen, 
welche die Zone PqPi etwa im Punkte q^ schneidet. Setzen wir den 
Winkel i^offo gleich a und bestimmen auf demKreise j^ol^i den Punkt q^, 
so dass 

legen dann durch die Punkte q^ und z wieder einen grössten Kreis, auf 
welchem wir den Punkt 1 so bestimmen, dass der Bogen 

Oz= U 
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wird, so sind die Punkte und 1 offenbar die Pole zweier Ebenen, 
welche mit Bezug auf die Ebene Pq idöscheihatisch feind. In Folge der 
Symmetrie der ganzen Konstruktion ist ja klar, dass die Durchschnitts- 
linie der Ebenen und 1 in die Ebehe PqZ entfällt^ dass also diese 
drei Ebenen tautozonal sind. Offenbar müssen aber die Ebenen und 1 
auch gleich geneigt zur Ebene p^^ und daher wirklich isoschematisch 
mit Bezug auf die Ebene Pq sein. 

Hiernach ist auch leicht einzusehen, wie man den Pol 2 findet, 
welcher mit 1 isoschematisch nach der Ebene P^ ist; es li^ird f&r den 
Pol 2 ersichtlich 

ItPi == Pt9ti 2^ == ix 

sein müssen. Zw dem Pole 2 erhalten wir wieder einen Pol 3, der mit 
2 isoschematisch nach Pj ist, für welchen Pol 

q2P2 = P253, 3^ =t= 2z 

Setzen wir dieses Verfahren auf solche Weise fort, so ist jedenfalls 
so viel einleuchtend, dass jeder neue Pol mit Bezug auf den letzten in 
dem nächsten der Ausschnitte der Kugel liegen wird, in welche dieselbe 
durch die Ebenen Pq^ P^, ., getheilt wird, und dass keiner dieser Aus- 
schnitte übersprungen wird, sowie auch klar ist, dass alle die so erhal- 
tenen Pole gleich weit von z abstehen müssen. Sind wir bei der Ebene 
Pj^i angelangt und haben so den Pol r erhalten, so werden wir hierbei 
nicht stehen bleiben, sondern den Pol r -[- 1 suchen, der mit r isosche- 
matisch wieder nach der Ebene Pq ist u. s. f. Um die Lage eines dieser 
so erhaltenen Pole, des Poles n etwa, vollkommen zu bestimmen, brau- 
chen wir, da sie ja alle von dem Punkte z gleich weit abstehen, nur 
noch anzugeben, welches der Winkel zwischen Pq etwa und dem Punkte 
y» ist, in welchem der Kreis pQpy von einem durch z und den Pol n ge- 
legten Kreis geschnitten wird. 

Um nun den allgemeinen Ausdruck für den Winkel p^^^ welcter 
immer nach derselben Seite von Pq gezählt werden soll, zu fi&den, be- 
trachten wir die Pole 1, 2, 3, 4, für welche wir ersichtlich haben : 

Poii = « 

Po?2 = Poä'i + 2giPi = Poq^ + 20>oPi — P^x) = 2^ - « 

i>o<?3 =l>o<?2 + Zfti?« =l>oft + KP^% — Poft) = 

= 2pqP2 — |>o?2 = 4^ — (2^ — a) = 29 + « 
Po9\ = Pq% + 2ft^3 = pQq^ + 20oi>3 — Po^^) = 

= 2poP3 — P0S3 = 69 — (jtq> + a) =49 — 0? 
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Diese Werthe kann man anch folgendermassen schreiben: 

l'o?i= 9» — -|-+(« — -f-) 
PoS-z = 2?) - -|- -f ( « — -|-) 

y,23 = 39 — -|- + ( « - y) 

fo?» = 4v — Y - ( « — ^) 

In dieser Form ist aber das Gesetz, nach welchem diese Winkel 
fortschreiten, ganz klar, und wir werden also für einen beliebigen Punkt q„ 

p„j„ = «y-|._(_ !)»(«_ -2.) U) 

haben. Das letzte Glied in diesem Ausdrucke rechts wird ersichtlich 
entweder positiv oder negativ, je nachdeor n angerade oder gerade ist, 
wie es auch durch die früheren vier speziellen Fälle gefordert wird. Die 
Richtigkeit dieser Formel liesse sich natürlich auch noch durch den 
Schluss von w — 1 auf n bestätigen. 

Setzen wir nun in der letzten Gleichung n gleich 2r, so erhalten 
wir einen Pol 2r, für welchen 

i>o?2r = 2r9) -~ « 

ist. Der Punkt $2r wird hiemach mit dem Paukte 9o zusammenfallen 
müssen; für letzteren Punkt haben wir ja, indem wir die Winkel alle 
nach derselben Richtung zählen 

Ptiio = 3600 — a 

Es ist aber unserer Annahme zufolge 2rq> gleich 360®, daher 
wirklich der Punkt g^, identisch mit q^ und also auch der Pol 2r iden- 
tisch mit dem Pole 0> da ja beide auch gleich weit von z abstehen 
müssen. Sind wir somit bei unserem früheren Verfahren an den Pol 
2r — 1 gelangt, so wird eine Fortsetzung desselben keine neuen Pole 
mehr zum Vorschein bringen, da schon der nächste 2r mit und daher 
auch alle weiteren mit den früheren zusammenfallen werden. 

Die Pole 0, 1, 2 . . . 2r — 1 können offenbar nur einem einfachen 
Komplexe von Ebenen angehören, der nach Pq ,Pi ., . isoschematisch 
ist, da sie ja alle ans einem einzigen Pole abgeleitet wurden. Ob diese 
Pole aber auch alle Flächen eines einfachen Komplexes sind, wird davon 
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abhängen, ob die Ebenen 0, 1 . . . einen Komplex bilden, der isosche- 
matisch nach jeder der r Ebenen Pq, Pi . . . ist. Diess ist nun wirklich 
der Fall, und zum Beweise dessen genügt es offenbar zu zeigen, dass 
unter jenen Polen zu irgend einem beliebigen, n etwa, ein anderer vor- 
handen ist, der mit den ersteren nach irgend einer, P. etwa, der Ebenen 
Po, Pi . . . isoschematisch ist. Für den Pol n werden wir nämlich haben 

9nP.=PoP.—Po9n = 8(p— {nq> — -^ — (^— iy . (« — -|-jj 
für einen Pol 28 — « -(- 1 aber 

ii^-n+lP. =PoP' Poiu-n+1 

= - I (* - «) 9»+ -|-+ C - D" . (« - -y) ! 

Vergleicht man nun diese beiden Ausdrücke mit einander, so sieht 
man sogleich, dass 

q^B-^+i P» = — i^Pn 

ist, aus welcher Gleichung offenbar folgt, dass der Pol 2« — n -\- i 
mit dem Pole n nach der Ebene P. isoschematisch ist, da ja beide Pole 
gleich weit von z und wie die letzte Gleichung lehrt , auch gleich weit 
von P, abstehen müssen. Würde die Zahl 2r — w -[- 1 grösser sein als 
2r — 1, so bedeutet derselbe eigentlich den Pol 2« — w -|- 1 — 2r, 
welcher ja mit dem früheren identisch ist. 

Wir haben also durch das frühere Verfahren wirklich unsere Auf- 
gabe gelöst und alle Ebenen bestimmt, die mit einer beliebigen Ebene 
einen einfachen, nach r Ebenen P isoschematischen Komplex bilden, 
welche Ebenen Ptautozonal und isoschematisch mit Bezug auf sich selbst 
sind. Dieser einfache Komplex besteht, wie wir gesehen, aus 2r Ebenen, 
die sämmtlich zurZonenaxe der Ebenen P gleich geneigt sind. Der Win- 
kel je zweier aufeinander folgenden jener 2r Ebenen kann offenbar nur 
zweierlei verschiedene Werthe haben, welche Werthe in den auf- 
einanderfolgenden Winkeln immer mit einander abwechseln. Es ist ja, 
wie aus Gleichung A hervorgeht, der Winkel 
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= (n+ 1)9 - -f- - (- l)"^'. ( « - y) 

= 9) + 2C-l)".(«--|-) 

und hat somit nur die zwei Werthe 2a und 2^), je nachdem w gerade 
oder ungerade ist. Was aber von Winkeln der Punkte q gilt, gilt we- 
nigstens in qualitativer Hinsicht auch für die entsprechenden Pole selbst. 
Der Umstand, dass wir den ursprünglichen Pol in den Ausschnitt 
Pb-i^PQ versetzt haben, ist offenbar keine Beschränkung unserer Unter- 
suchung, da wir ja die Stellenzeiger der Ebene P beliebig wählen kön- 
nen. Fällt der Punkt jedoch in die Ebene Po selbst, ist also 

q^Po = a = 
so reducirt sich die Anzahl der Pole des einfachen Komplexes auf r, 
indem immer je zwei, wie p^ und^^, p^ und p^ u. s. f. zusammenfallen 
müssen. Wovon man sich leicht auch mit Hilfe der Gleichung (^A) 
überzeugt. 

Ist in dem allgemeinen Falle r gerade, so ist (— 1)' gleich -|- ^ 
und daher für zwei Pole w 4" ^ ^^^ ^ 



Poqn 



. = (n + r) 9 - -^ - (^ l)n+r ( a - -|) 

= 1800 + W9-|- - (- ir. (« - y) 



q^ «n+r= l>ü?n+r — l>0?n = 180« 

Hieraus folgt offenbar, dass die Kreise zn und z (n-\'r) auf der 
Kugel zusammenfallen müssen, und dass daher die Pole n und n + ^ 
nicht nur gleich geneigt zum Punkte z^ sondern mit ihm auch tautozonal 
sind. Die Ebenen der Pole n und r werden daher isoschematisch sein 
nach der Ebene, deren Pol der Punkt z ist; diese Ebene wird aber 
offenbar die Ebene des Kreises p^^i sein und somit auf der Zone der 
Ebene P senkrecht stehen. Da n einen ganz beliebigen Pol vorstellt, 
so wird dasselbe auch von jedem anderen jener 2r Pole gelten, und wir 
werden somit den Satz aussprechen können : 

IV. „Ist ein Ebenenkomplex isoschematisch nach r Ebenen P, 
die tautozonal und isoschematisch mit Bezug auf sich selbst sind, so ist 
dieser Komplex auch isoschematisch mit Bezug auf die zu jenen r Ebenen 
senkrechte Ebene, vorausgesetzt dass r eine gerade Zahl ist.** 

T. Lang, Krystallographie. g 
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§. 22. Isoschematische KrystaUe. 

Wir nennen in Uebereinstimmung mit dem für eine Krystallzone 
Gesagten nun auch einen Krystall isoschematisch mit Bezug auf eine 
Ebene B^ wenn zu jeder Fläche desselben eine andere möglich ist, die 
mit ihr isoschematisch nach 22 ist, es sei denn, dass jene Fläche schon 
einzeln isoschematisch nach JR ist. Es ist dieser Definition zufolge klar, 
dass, wenn ein Krystall isoschematisch|mit Bezug auf eine Ebene JS ist, 
diess auch für jede Zone desselben gilt, in welcher R liegt. Ein 
Krystall kann aber nur isoschematisch mit Bezug auf eine seiner Flä- 
chen sein. Denn sind P und Q zwei Flächen eines Krystalles, der nach 
der Ebene R isoschematisch ist, so werden an demselben zwei Flächen 
P' und Q' möglich sein müssen, wovon etwa P* mit P und Q* mit Q 
isoschematisch nach R ist. Die Ebene R muss daher der Definition 
isoschematischer Ebenen zufolge, in den zwei Krystallzonen [-PP*] 
und [QQ'] liegen und daher selbst eine mögliche Fläche des Krystalles 
sein. Bedenkt man ferner, dass dem §• 19 zufolge sowohl in der Zone 
[PP'] als auch in der Zone [QQ'], welche beide nach R isoschema- 
tisch sind, eine Fläche möglich sein muss, welche auf Ä senkrecht steht, 
und dass, wenn wir die letzteren zwei Flächen mit S und T bezeichnen, 
R nicht nur senkrecht zu 8 und T, sondern auch zu jeder Fläche der 
Zone [ST] sein muss, so können wir ersichtlich den folgenden Satz 
aussprechen : 

I. „Ist ein Krystall isoschematisch nach einer Ebene, so ist 
diese Ebene eine m^^gliche Fläche des Krystalles und senkrecht zu einer 
möglichen Zone desselben.^ 

Bei der Betrachtung isoschematischer Krystalle ist aber offenbar 
vor Allem die Frage zu lösen, ob, da die Flächen solcher Krystalle dem 
Gesetze der Rationalität der Indices gehorchen müssen, es denn über- 
haupt möglich ist, dass ein Krystall auch noch isoschematisch nach 
einer seiner Flächen sei. Diese Möglichkeit geht aber aus dem nach- 
folgenden Satze hervor, welcher lautet: 

II. „Sind drei Flächen eines Krystalles, die nicht einer und der- 
selben Zone angehören, isoschematisch mit Bezug auf die Fläche i2, 
oder was eben so viel , sind die Kanten dreier Flächen eines Krystalls 
isoschematisch nach i2, so ist auch der Krystall isoschematisch mit 
Bezug auf die Fläche Ä.« 

Wir haben hiebei zwei Fälle zu unterscheiden. Sollen nämlich drei 
Ebenen, die nicht in einer Zone liegen, isoschematisch sein mit Bezug 
auf eine Fläche i2, so müssen sie entweder alle einzeln isoschema- 
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tisch sein, indem eine parallel i2 ist, die anderen aber auf R senkrecht 
stehen, oder aber, es sind zwei dieser Flächen paarweise isoschema- 
tisch zur Fläche Ä, während die dritte auf ihr senkrecht steht (§. 17). 

Beweisen wir den angegebenen Satz zuerst für den ersten Fall, in 
welchem von den drei nach JR isoschematischen Flächen des Krystalles 
zwei, etwa P und Q, auf Ä senkrecht stehen, die dritte aber ihr pa- 
rallel, also die Fläche E selbst ist. Letztere Fläche ist somit senkrecht 
zu den Flächen P und $, und daher offenbar auch zu jeder Fläche der 
Zone [-PQ]. Ist nun Jf irgend eine Fläche des Krystalles, so wird die 
Ebene iV, welche in den beiden Zonen [MR] und [PQ] liegt, eine 
mögliche Fläche des Krystalles sein; dieselbe wird aber nach dem eben 
Gesagten senkrecht stehen müssen auf der Fläche Ä, woraus nach 
§.19 folgt, dass die Zone [NMR] isoschematisch mit Bezug auf Ä 
und N ist. Es wird daher in dieser Zone zur Fläche M offenbar eine 
andere Jtf möglich sein müssen, die mit ihr isoschematisch nach der 
Fläche jB ist. Hiermit ist aber unser Satz für den ersten Fall bewiesen, 
da ja, was von der Ebene M gilt, auch von jeder anderen Fläche des 
Krystalles gelten muss. 

Beziehen wir den Krystall auf ein Axensystem, dessen Rich- 
tungen durch die Durchschnitte der Flächen P^ Q, iZ, dessen Längen 
aber durch die Abschnitte irgend einer anderen Fläche des Krystalles 
gebildet werden, so haben wir Symbole, wie PQiOO^, i2(010J, Q(OOl), 
M(hkt). Das Symbol von N wird alsdann offenbar Chol'), aber auch 
das Symbol von M* können wir leicht mit Hilfe des §• 19 bestimmen, 
da wir ja nebst dem Symbole von M auch die Symbole der zwei zu 
einander senkrechten Flächen R und JV kenneu. Wir finden*) auf diese 
Weise für Jf' das Symbol (AJZ), welches sich von dem für Jf nur durch 
das Vorzeichen desjenigen Index unterscheidet , der sich auf die zur 
Fläche jB senkrechte Axe bezieht. Von den dreiAxenrichtungen, welche 
in diesem Falle ja auch isoschematisch nach R sind, werden zwei, 
nämlich [PÄ] und [QR] parallel der Fläche R sein, während die 
dritte [PQ] auf dieser Fläche senkrecht steht. Man überzeugt sich für 



O Es ist nämlich, wenn h*, h', V die unbekannten Indices der Fl&che It sind, 
r Kkl, 010 1 _ r 'loh "I ^ _ JL 

Ä' = o-A . •^ = * 
Jb' « « — . -^ = ÜT 
V ^0 - l . j^ = « 

6* 



— 84 — 

ein solches Axensystem von der Richtigkeit des Gesagten auch leicht 
durch unmittelbare geometrische Anschauung. Ist z.B. die JTundZAxe 
parallel der Fläche Ä, die FAxe aber senkrecht zu ihr, und also auch 
zur Axenebene XZ oder (OlO), so werden die Flächen M{hkl) und 
Jf'(AH), welche für jedes Axensystem die Ebene XZm parallelen 
Linien schneiden, auch gleich geneigt zu dieser Ebene sein, da ja zu 
beiden Seiten der JTZ'Ebene für diese Flächen sich alles gleich verhält. 
Wir nennen ein solches Axensystem, dessen Richtungen einzeln iso- 
scheinatisch nach R sind, dessen Längen aber durch eine beliebige 
andere Fläche des Krystalles bestimmt werden, ein nach der Fläche R 
isoschematisches Axensystem der ersten Art. 

Um aber den Satz II auch für den zweiten der möglichen Fälle zu 
beweisen, nehmen wir an, dass die Flächen P und P^ isoschematisch 
nach R geneigt seien, während die Fläche Q, auf ihr senkrecht steht. 
Die Zone [PQ'JS] ist alsdann offenbar nach Satz II isoschematisch 
nach der Fläche R und daher auch eine Ebene T, welche in dieser Zone 
senkrecht auf R steht, eine mögliche Fläche desKrystalles* Die Flächen 
Q, T und R gebeu aber in Verbindung mit irgend einer weiteren Fläche 
des Krystalles ein nach R isoschematisches Axensystem der ersten Art, 
für welches wir den Satz II bewiesen haben. Es ist also wirklich unter 
den gemachten Voraussetzungen zu jeder Fläche M des Krystalles eine 
mit ihr nach R isoschematische Fläche M^ möglich und somit der 
Satz II auch in diesem Falle giltig. Wir wollen wieder das Symbol 
von Jf' ermitteln, falls die Axenrichtungen des Krystalles durch die 
Kanten der drei nach R isoschematischen Flächen P, P' und Q, be- 
stimmt werden. Es sei also P(IOO), P'COIO), Q(OOl), M{kkl\ 
geben wir dann der Fläche Ä, welche in der Zone [PP*\ den einen 
Neigungswinkel der Fläche PP* halbirt, das Symbol (110), so wird 
das Symbol der den anderen Neigungswinkel halbirenden Ebene T 
gleich (110)^). Das Symbol der Fläche iV, welche in den beiden Zonen 
[JlfÄ] und [PQ] liegt, wird alsdann Jf ([?, f, A + ik] [ITO]) = 
= (A -f- Ä;, Ä + fc, 20. Nun ist aber R senkrecht zu iV, da ja R senk- 
recht zu Q und T und also auch senkrecht zu jeder Fläche der Zone 
Q,T^ ist; es ist daher M mit M* isoschematisch sowohl nach R als 



<) Der §. 19 s^ibt nämlicli, wenn u, v, tu die zu bestimmenden Indices der Fl&che T sind 
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aach nach iV, und da uns die Symbole von Jlf, -B, N bekannt sind, 
so können wir nach §. 19 das Symbol von M* berechnen, für welches 
wir (fcAZ)i) erhalten, und das von dem für 3f nur durch die Vertau- 
schung der Indices, die sich auf die beiden zu JS gleich geneigten und 
gleich langen Axen beziehen, unterschieden ist. 

Auch hievon überzeugt man sich leicht durch direkte geometrische 
Anschauung. Wir haben in diesem Falle zwei Axenrichtungen, etwa 
XX' und FF', Fig. 21,isoschematisch mitBezug auf die Fläche Ä, die 
dritte Axe ZZ' aber dieser Fläche parallel ; denken wir uns daher die 
Fläche JB so verschoben , dass sie durch die Linie ZZ selbst geht, so 
wird sie die Fläche JTOF in einer Linie OjBT schneiden, so dass 

pljS:OY±plZOH, XOH=HOY 
weil ja eben XX' mit YY' isoschematisch nach der Fläche HOZ sein 
soll. Hieraus folgt aber, dass die Axe ZZ^ sich ganz gleich gegen 
O-X'und OF verhält, und dass daher offenbar der Winkel 

XOZ= YOZ 

sein mnss. Verschieben wir nun die Fläche Ä, nämlich pl ZOH^ so 
dass sie die Axe OF etwa im Punkte J?, die Axen O^aber im Punkte 
A' schneidet, so wird 

BA' II OH 

sein, da ja diese zwei Linien Durchschnitte paralleler Ebenen mit einer 
dritten Ebene sind. Hieraus folgt, dass 

OA*B = XOH= HOY= OBA* 

dass somit das Dreieck A'OB ein gleichschenkliges und 

A'O = BO 

ist. Machen wir nun auf der entgegengesetzten Hälfte der Linie OX 

OA = OA' = OB 

so können wir OA und OB als Längen der X und FAxe betrachten 
und die Länge 00 der dritten Axe leicht durch irgend eine andere 
Fläche des Krystalles bestimmen. Wir haben nun ein Axensystem, in 

*") Siad h*, V, V die noch unbekannten Indices der Fläche M, so ist 

r { wd) (110) ^1 ^ r i, i, fe+fc " I ^ i__ 

L (A*0 . (*+*, h-^k, 'iV) J L kl — hl, kl — hl, h-^-k* J h-k 
. » — » 

*' « 1 + (A 4- t) __L_ ^ Ä_fc + Ä + *=:2Ä = Ä 

l' = 4-2«. -j^-J^ «= 22 == 22 = Z 
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welchem zwei Axen (JT, F) gleich zu der dritten geneigt und unter 
einander gleich lang sind, ein solches Axensystem nennen wir ein 
nach der Fläche R isoschematische s Axensystem der 
zweiten Art. Zwei Flächen nun, deren Symbole Jf(AA;r) und M'(khl) 
werden, wenn wir uns dieselben durch die Punkte A und B verschoben 
denken, die drei Axen in folgender Entfernung schneiden: 



M.. 


..OA, OF=^.OB, 


OG = y.OC 


M'.. 


..OE = ^.OA, OB, 


oa=^.oc 



da aber OA gleich OB ist, so muss in diesem Schema 

0E= OF 

sein, und es müssen, da die Winkel -STOjET und HOY ebenfalls ein- 
ander gleich sind, und somit alles zu beiden Seiten der Linie OH sym- 
metrisch ist, die beiden Linien AF und BE sich in einem Punkte / 
der Linie OjBT schneiden. 

Der Punkt J und der Punkt G gehören somit allen drei Flächen, 
AFG^ BEG^ ÖOüfan, deren gemeinsame Durchschnittslinie 6rJ' ist. 
Die drei Flächen Jtf, -M', R liegen also in einer und derselben Zone; die 
beiden Flächen M und M\ sind aber offenbar auch gleich geneigt zu 
Ä, weil alle entsprechenden Winkel und Linien zu beiden Seiten der 
Ebene GOR einander gleich sind. Es ist somit bewiesen, dass die zwei 
Flächen M und 3f , welche sich nur durch die Vertauschung der auf die 
gleich langen Axen sich beziehenden Parameter unterscheiden, wirklich 
isoschematisch nach der Fläche R sind. Wir können also, wenn wir 
das für den ersten Fall Bewiesene berücksichtigen, noch folgenden Satz 
aussprechen : 

in* „Will man für eine Fläche eines Krystalls, der sich auf ein 
nach der Fläche R isoschematisches Axensystem beziehen lässt, das 
Symbol der Fläche finden, welche mit der ersteren nach R isoschema- 
tisch ist, so braucht man nur die erstere Fläche auf das isoschematische 
Axensystem zu beziehen und dann in dem so erhaltenen Symbol, wenn 
das Axensystem ein isoschematisches der ersten Art ist, den Index, der 
sich auf die zur Fläche Ä senkrechten Axe bezieht, mit entgegen- 
gesetzten Zeichen zu nehmen, wenn aber das Axensystem ein isosche- 
matisches der zweiten Art ist, die Indices zu vertauschen, die sich auf 
die beiden, gleich langen Axen beziehen.'' 

Es ist leicht einzusehen, dass auch die ümkehrung der Sätze II. 
und III gelten wird, und dass wir daher sagen können; 
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IV. „Ist ein Krystall isoschematisch nach einer seiner Flächen, 
so lässt er sich imnler auf isoschematische Axensysteme der ersten und 
zweiten Art beziehen." 

Denn ist der Krystall isoschematisch nach der Fläche ü, so wer- 
den za den Flächen P und Q, desselben zwei andere P und Q vorhanden 
sein, so dass P mit P* und Q mit Q/ isoschematisch nach R ist. Hier- 
aus folgt aber, dass in der Zone [PAP'] eine Fläche 8 möglich sein 
muss, die senkrecht zu R ist und ebenso in der Zone [Q-BQ'] eine zu 
R senkrechte Fläche T. Die Flächen Ä, T, R geben aber ersichtlich ein 
isoschematisches Axensystem der ersten Art, während z. B. die Flächen 
P, P', T in Verbindung mit S ein nach R isoschematisches Axensystem 
der zweiten Art geben. Aus dem eben Gesagten kann man aber, wenn 
man bedenkt, dass P, P* und Q, Q* nur zwei Zonen des Krystalles 
angehören, auch folgenden Satz ableiten, von dem der Satz IV offenbar 
nur ein specieller Fall ist. 

V. „Sind zwei Zonen eines Krystalles isoschematisch nach einerFläche 
desselben,soist auch der Krystall selbstisoschematischnachdieserFläche.*' 

Nun wissen wir aber aus $. 19, dass, soll eine Krystallzone iso- 
schematisch nach einer ihrer Flächen sein, die Elemente dieses Kry- 
stalles einer Bedingung unterworfen sind; es muss nämlich, damit die 
Zone isoschematisch werde, in derselben der Neigungswinkel zweier 
Flächen entweder gleich dem zweier anderen Flächen oder aber gleich 
90® sein. Sollen also zwei Zonen eines Krystalles und somit der Krystall 
selbst isoschematisch nach einer seiner Flächen sein, so werden die 
Elemente nach Satz V auch zwei Bedingungen zu erfüllen haben. iEs 
ergibt sich hieraus, dass wirklich nach einer Fläche isoschematische 
Krystalle möglich sind^ wir können ja, ohne dass ein Krystall aufhört, 
möglich zu sein, für dessen Elemente beliebige Bedingungen aufstellen, 
wenn nur deren Zahl nicht fünf übersteigt. 

Zu demselben Resultate gelangen wir auch durch die Betrachtung 
des Satzes IV, wodurch wir sogleich, allerdings nur für ein bestimmtes 
Axensystem, die Bedingungen kennen lernen, welche die Elemente eines 
Krystalles erfüllen müssen, damit derselbe isoschematisch nach einer 
seiner Flächen sei. Der Satz IV sagt nämlich, dass sich ein solcher 
Krystall immer auf ein isoschematisches Axensystem der ersten und 
zweiten Art beziehen lässt. Für den ersten Fall haben wir aber die 
Bedingung, dass zwei Axenwinkel gleich 90® sind, während im zweiten 
Falle zwei Axenwinkel und zwei Axenlängen einander gleich sein müs- 
sen, was uns wieder in jedem Falle zwei Bedingungen für die Elemente 
des nach einer seiner Flächen isoschematischen Krystalles gibt. 
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$. 23. Krystalle, die isoschematisch nach mehreren Flachen sind. 

Betrachten wir jetzt solche Krystalle, die isoschematisch mit 
Bezug auf zwei ihrer Flächen sind, so haben wir dem §• 20 zufolge so- 
gleich den folgenden Satz: 

I. ^Ist ein Krystall isoschematisch nach zwei seiner Flächen, so 
muss für den Neigungswinkel dieser zwei Flächen das Verhältnis der 

Sehne zum Halbmesser von der Form 1/2 — |/m sein, unter m eine 
rationale Grösse verstanden." 

Soll nämlich ein Krystall isoschematisch nach zwei Flächen sein, 
so muss diess offenbar auch die Zone dieser zwei Flächen sein, letzteres 
ist aber nach §. 20 nur möglich, wenn für den Neigungswinkel dieser 
zwei Flächen die obige Beziehung stattfindet. Mit Bezug auf solche 
Krystalle haben wir aber den zweiten Satz: 

n. „Ist ein Krystall isoschematisch nach zwei seiner Flächen, so 
ist derselbe auch isoschematisch nach der zu diesen zwei Flächen senk- 
rechten Ebene, welche eine mögliche Fläche des Krystalles ist." 

Ist der Krystall z. B. isoschematisch nach den Flächen P und Q, 
so müssen dieselben nach dem vorhergehenden Psragraphe senkrecht 
stehen jede auf einer möglichen Zone des Krystalles. Eine Ebene M 
nun, die in diesen zwei möglichen Zonen liegt, wird eine mögliche 
Fläche des Krystalles sein und senkrecht stehen auf P und Q. Die drei 
Flächen P, Q, R sind aber offenbar isoschematisch nach R und der 
Krystall nach §. 22 somit ebenfalls isoschematisch mit Bezug auf die 
Fläche Ä, was zu beweisen war. Auch der folgende Satz ist leicht zu 
beweisen : 

III. „Ist ein Krystall isoschematisch nach zwei seiner Flächen, 
die nicht aufeinander senkrecht stehen, so ist er isoschematisch nach 
jeder in der Zone dieser zwei Flächen möglichen Fläche und natürlich 
auch nach der zu dieser Zone senkrechten Fläche." 

Der zweite Theil dieses Satzes ist nämlich nur eine Wiederholung 
des Satzes II; wir wollen wie früher die zu den ursprünglichen Flächen 
P, Q, senkrechte Ebene, welche eine mögliche Fläche sein muss, R 
nennen. Wie schon gesagt, muss ferner, wenn ein Krystall isoschema- 
tisch nach zwei Flächen ist, diess auch für die Zone dieser zwei Flächen 
stattfinden; ist aber eine Zone isoschematisch nach zwei Flächen, die 
nicht auf einander senkrecht stehen, so ist zu jeder Fläche S in der- 
selben eine dazu senkrechte Fläche T möglich. Die Flächen üJ, S, T 
stehen somit wechselweise aufeinander senkrecht, und sind somit isosche- 
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matisct nach einer jeden von ihnen. Es wird also auch der Krystall 
isoschematisch sein müssen nach jeder der drei Flächen R^ 8, T, 
womit, da S eine beliebige Fläche in der Zone [PQ] vorstellt, der 
angefahrte Satz allgemein bewiesen ist. 

Endlich finden wir den folgenden Satz : 

IV. „Ist ein Krystall isoschematisch nach drei Flächen, von denen 
höchstens zwei auf einander senkrecht stehen, so ist der Krystall iso- 
schematisch mit Bezog auf eine jede seiner Flächen.* 

Es seien P, Q, R die Flächen, mit Bezug auf welche der Krystall 
isoschematisch ist, und welche höchstens einen rechten Winkel unter 
einander bilden. 8 sei ferner eine beliebige andere Fläche des Kry- 
stalles, von der nun bewiesen werden soll, dass der Krystall iso- 
schematisch auch mit Bezug auf diese Fläche sein muss. Sind M und N 
die Flächen, welche in den Zonen [TS], [BQ] und [TS], [BP] liegen, 
so wird der Krystall nach diesen beiden Flächen wegen Satzes III 
isoschematisch sein müssen, da der Annahme zufolge weder P noch Q 
senkrecht zu M ist. In der Zone von M und N liegt aber die Fläche 8, 
und der Krystall wird daher demselben Satze zufolge auch nach dieser 
Fläche isoschematisch sein müssen ; denn wäre auch etwa die Neigung 
MN zufallig gleich 90®, so braucht man nur eine andere Fläche T zur 
Bestimmung der beliebigen Zone [ST] zu wählen. 

§. 24. Krystallfläohen, die isoschematiBch mit Bezug auf sich selbst sind. 

Des Nachfolgenden wegen wird es jetzt nöthig sein, zu untersuchen, 
ob jede oder nur eine bestimmte Anzahl von Krystallflächen isosche- 
matisch mit Bezug auf sich selbst angeordnet sein kann, und welches 
die Art einer solchen Anordnung sein muss. Unter Ebenen, die isosche- 
matisch mit Bezug auf sich selbst sind, verstehen wir, wie schon im 
§. 17 gesagt, solche, die einen Komplex bilden, der isoschematisch 
nach jeder seiner Ebenen ist. Wir haben ferner im §. 21 auch ge- 
sehen, dass sich n Ebenen immer isoschematisch nach sich selbst 
anordnen lassen, man braucht sie ja nur durch eine und dieselbe Linie 
so hindurch zu legen, dass sie den Raum um diese Linie herum in \auter 
gleiche Theile theilen. Die n Ebenen sind dann tautozonal, und je zwei 

benachbarte bilden einen Winkel von . 

n 

Verbindet man so angeordnete n Ebenen mit einer zu ihnen senk- 
rechten Ebene, so ist auch dieser Komplex von ,w -f- 1 = m Ebenen 
noch isoschematisch mit Bezug auf sich selbst, indem die neu hinzu- 
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tretende Ebene isoschematisch za jeder der ursprünglichen n Ebenen 
und diese umgekehrt einzeln isoschematisch zu der neuen Ebene sind. 

Eine beliebige Anzahl von Ebenen lägst sich nur auf diese beiden 
Arten so im Räume anordnen, dass die Ebenen isoschematisch mit 
Bezug auf sich selbst sind. Nur in zwei speziellen Fällen ist noch eine 
dritte Art einer solchen Anordnung möglich. In dem ersten dieser spe- 
ziellen Fälle hat man sechs Ebenen, deren Neigungen zu einander die- 
selben sein müssen, wie von sechs Ebenen, die parallel den Flächen- 
paaren des regelmässigen Dodekaeders der Stereometrie sind. Je fünf 
dieser Ebenen sind isoschematisch mit Bezug auf die sechste, und zwar 
sind vier von ihnen paarweise isoschematisch zur sechsten geneigt, 
während die fünfte senkrecht zu der letzteren Fläche ist. 

Lässt man zu diesen sechs Ebenen noch die drei hinzutreten, 
welche die von den sechs Ebenen gebildeten rechten Winkel halbiren, 
so erhält man den zweiten speziellen Fall, in welchem sich jetzt neun 
Ebenen noch auf eide dritte Art isoschematisch mit Bezug auf sich 
selbst anordnen lassen. Man kann sich diese Anordnungen von neun 
Ebenen wie früher durch die sechs Flächenpaare des regelmässigen Do- 
dekaeders und durch die drei Paare von Ebenen vorstellen, welche die 
vierflächigen Ecken des Dodekaeders gerade abstumpfen, wie diess in 
Fig. 22 dargestellt ist. 

Sprechen wir im Nachfolgenden von einer Anzahl von Ebenen, die 
isoschematisch mit Bezug auf sich selbst sind, so werden wir zur Ab- 
kürzung durch eine vor die (mit arabischer Ziffer bezeichnete) Zahl der 
Ebenen gesetzte lateinische Ziffer diejenige der drei Arten bezeichnen, 
na6h welcher die Ebenen angeordnet sind. So bedeutet 115 fünf Ebenen, 
welche nach der zweiten der gegebenen Arten isoschematisch mit Bezug 
auf sich selbst angeordnet sind. Von der dritten Anordnungsart haben 
wir nur die zwei speziellen Fälle 1II6 und II19. 

Es lassen sich also n Ebenen, unter denen keine parallelen, immer 
im Räume so anordnen, dass sie isoschematisch mit Bezug auf sich 
selbst sind. Diess ist jedoch nicht mehr der Fall, sollen diese n Ebenen 
zu gleicher Zeit mögliche Flächen eines und desselben Krystalles sein. 
Denn was gleich die erste Anordnungsart betrifft, so haben wir schon 
im §. 21 gesehen, dass n tautozonale Krystallflächen nur für die Fälle, 
in welchen w = 1, 2, 3, 4 oder 8 ist, isoschematisch mit Bezug auf sich 
selbst sein können. 

Es wird daher auch die zweite Anordnungsart von n Ebenen, bei 
der n — 1 dieser Ebenen tautozonal und auch isoschematisch mit Bezug 
auf sich selbst sind, höchstens in den Fällen möglich sein, wo n — 1 
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gleich 1, 2, 3, 4 oder 6 ist. Dass diese Anordnungsart aber flir die 
Werthe *i = 2, 3, 4, 5 oder 7 wirklich möglich ist, davon überzeugt 
man sich leicht mit Hilfe des §. 15, wo wir gezeigt, dass, wenn eine 
gewisse Zone an Krystallen überhaupt möglich ist, auch immer Kry- 
stalle möglich sind, bei denen nebst dieser Zone noch eine unter gege- 
benen Winkeln zu derselben geneigte Fläche auftritt. Nun wissen wir, 
dass an Krystallen Zonen mit 1, 2, 3, 4 oder 6 Flächen, die isoschema- 
tisch nach sich selbst sind, vorkommen können, es sind daher auch 
Krystalle möglich, wo nebst einer solchen Zone auch noch eine zu der- 
selben senkrechte Fläche auftritt. 

Bei der dritten Anordnungsart, welche sich bloss auf die speziellen 
Fälle n = 6 und n == 9 bezieht, haben wir nur Zonen, in welchen sich 
entweder zwei oder drei Ebenen unter gleichen Winkeln schneiden. 
Diesen Anordnungen wird daher durch §.21 nicht widersprochen, dass 
sie aber für Krystallfläcben wirklich möglich sind, haben wir schon im 
§. 7 bewiesen^ wo wir gesehen, dass dieEbenen des regulären Hexaeders 
und Dodekaeders, und zwar auch gleichzeitig, Flächen eines Krystalles 
sein können. 

Bedenkt man noch, dass die mit 12 und n2 bezeichneten Anord- 
nungen identisch sind, da sie uns beide zwei zu einander senkrechte 
Flächen geben, so folgt ans dem bisher Gesagten, dass für Flächen 
eines Krystalles, welche isoschematisch mit Bezug auf sich selbst sein 
sollen, nur folgende Anordnungen wirklich möglich sind: 

II, 12, 13, 14, 16; 
n3, 114, 115, n7; 

ni6, in9. 

S. 25. Charakteristische Flächenkomplexe der Krystalle. 

Unter den Flächen, mit Bezug auf welche ein Krystall bei jeder 
Temperatur isoschematisch ist, werden sich Gruppen, finden , die iso- 
schematisch mit Bezug auf sich selbst sind. Von solchen Flächenkom- 
plexen eines Krystalles sind, wie wir im nächsten Kapitel sehen werden, 
besonders diejenigen von Wichtigkeit, welche die grösste Anzahl von 
Flächen aufweisen. Sei es, dass nur ein solcher Komplex oder mehrere 
derselben von gleicher Flächenanzahl an einem Krystalle vorhanden sind, 
wir bezeichnen dieselben immer als charakteristische Flächen- 
komplexe der Krystalle. 

Fragen wir nach der Anzahl und Anordnung der an Krystallen 
überhaupt möglichen charakteristischen Flächenkomplexe, so ist dem 
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vorhergehenden Paragraphe zufolge klar, dass andere Anordnungen als 
die mit den Symbolen 

II, 12, 13, 14, 16, 
113, n4, 115, 117, 
III6, III9 

bezeichneten für charakteristische Flächenkomplexe der Krystalle je- 
denfalls unmöglich sind, da ja die Flächen solcher Komplexe isosche- 
matisch mit Bezug auf sich selbst sein müssen. Für einige der ange- 
führten Anordnungen können wir aber leicht nachweisen, dass, wenn ein 
Erystall wirklich nach den so angedeuteten Flächen isoschematisch ist^ 
er es auch noch nach anderen Flächen sein muss, die mit den ursprüng- 
lichen isoschematisch mit Bezug auf sich selbst sind. Es ist dann erst 
die Vereinigung dieser beiderlei Flächen ein charakteristischer Flächen- 
komplex, welche einer höheren der angeführten Anordnungen entspre- 
chen muss, da ja andere Anordnungen gar nicht möglich sind. So finden 
wir, dass, wenn ein Krystall isoschematisch ist nach den Flächen der 
Anordnungen 12, 13, 14 oder 16^ dann dem §• 22 zufolge der Krystall 
auch isoschematisch nach einer zu diesen Flächen senkrechten Fläche 
sein muss, welche mit den früheren Flächen offenbar einen Komplex von 
Flächen gibt, die isoschematisch mit Bezug auf sich selbst sind, und 
den Anordnungen U3, 114, 115 oder 117 entsprechen. 

Aber auch unter den letzteren Anordnungen finden wir, dass, 
wenn ein Krystall isoschematisch ist mit Bezug auf Flächen, die nach 
114 angeordnet sind, der Krystall es auch mit Bezug auf durch 117 
repräsentirte Flächen sein muss. Zeichnen wir uns, um uns eine bessere 
Vorstellung von der Anordnung dieser Flächen zu machen, die Durch- 
schnitte derselben mit einer Kugel, deren Zentrum der gemeinschaft- 
liche Durchschnittspunkt dieser Flächen sein soll, so haben wir in 
Fig. 25 für den Fall 14 die Fläche T senkrecht zu drei unter Winkeln 
von 60^ gekreuzten Flächen P, Q, JB. Ist nun ein Krystall isoschema- 
tisch nach diesen Brächen, so wird er es auch nach den Flächen P\ 
Q', Ä' sein müssen, die senkrecht sind beziehungsweise zu den Flä- 
chenpaaren PT, QT, BT, Die drei Flächen P', Q\ Ä' werden, da sie 
senkrecht zu T sind, mit P, Q, Ä in einer Zone liegen, und werden 
die Winkel zwischen je zwei der letzteren Flächen halbiren. Die sieben 

Flächen T^P^P* werden daher genau die Anordnung haben, welche 

das Symbol 117 erfordert. 

Schliesslich kann auch die Anordnung II16 nicht für einen cha- 
rakteristischen Flächenkomplex statthaben. Ist nämlich ein Krystall 
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isoschematisch nach den Flächen eines regulären Dodekaeders, Fig. 26, 
P, Q, Ä, P', Q\ ÄS so wird er es auch auf die drei Ebenen U, F, W 
sein müssen, die senkrecht stehen auf je zwei der früheren Flächen, die 
mit einander einen Winkel von 90® bilden. Durch Betrachtung des re- 
gulären Dodekaeders überzeugt man sich leicht, dass diese drei Ebenen 
die vierflächigen Ecken des Dodekaeders gerade abstumpfen und daher 
mit den ursprünglichen 6 Ebenen einen der Anordnung III9 entspre- 
chenden Komplex bilden. 

Es bleiben uns also für charakteristische Flächenkomplexe der 
Krystalle nur folgende Anordnungen über : 

II, 113, n5, 117, III9, 
von denen wir bis jetzt so viel wissen , dass andere Anordnungen für 
jene Flächenkomplexe nicht möglich sind. Ob aber diese sechs An- 
ordnungen selbst möglich sind, wissen wir bis jetzt noch nicht, son- 
dern erst dann , wenn wir gezeigt haben, dass für diese Anordnungen 
wirklich Krystalle möglich sind, die isoschematisch nach allen Flächen 
der betreffenden Anordnung sind. Für die Anordnung II, welche nur 
aus einer einzigen Fläche besteht, haben wir gezeigt, dass die Elemente 
eines Krystalles nur zwei Bedingungen zu erfüllen brauchen, damit 
derselbe isoschematisch nach einer seiner Flächen sei. Aber auch fiir 
die übrigen Anordnungen werden wir leicht die Möglichkeit ihres Auf- 
tretens an Krystallen nachweisen können. Wir wissen nämlich aus dem 
vorigen Paragraphe, dass Krystalle möglich sind, an denen Flächen 
vorkommen, deren Anordnung irgend einem der Symbole 113, 115, 117 
oder III9 entsprechen kann. Für solche Krystalle gilt aber der fol- 
gende Satz : 

„Kommen an einem Krystalle Flächen vor, welche nach einer der 
Anordnungen 113, 115, 117 oder III9 isoschematisch mit Bezug auf sich 
selbst sind, so ist derKrystallisoschematischnachjeder dieser Flächen.*' 

Dieser Satz ist aber nur eine unmittelbare Folge des §. 22, wo 
wir bewiesen haben, dass, wenn zwei Flächen eines Krystalles senk- 
recht auf einer dritten, nicht tautozonalen Fläche stehen, der Krystall 
nach letzterer Fläche isoschematisch sein rauss. Betrachten wir nun die 
Anordnungen 113, 115, 117, III9, Fig. 23—26, so finden wir wirklich, 
dass in denselben zu jeder Fläche zwei andere vorhanden sind, die auf 
ihr senkrecht stehen, womit also der aufgestellte Satz bewiesen ist. 

Jedes der obigen fünf Symbole kann somit wirklich die charak- 
teristischen Flächenkomplexe eines Krystalls vorstellen, da dieselbe 
auch von einander unabhängig sind, ein niedriges dieser Symbole also 
keineswegs ein höheres bedingt, und da, wie wir später sehen werden. 
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auch kein Widerspruch herbeigeführt wird durch die Bedingung, welche 
verlangt, dass der Kry stall bei jeder Temperatur nach den Flächen 
eines charakteristischen Komplexes isoschematisch sei. 

Mit Hilfe des zuletzt bewiesenen Satzes kann man auch leicht die 
Frage beantworten nach der Zahl der Bedingungen, welche die Ele- 
mente eines Krystalles erfüllen müssen, soll an demselben ein charak- 
teristischer Flächenkomplex vorkommen, welcher einem der früheren 
Symbole entspricht. Wir brauchen ja bloss zu untetsuchen, welches die 
Anzahl der Bedingungen ist, damit Flächen eines Krystalles isosche- 
matisch mit Bezug auf sich selbst nach dem betreffenden jener Sym- 
bole angeordnet sind. 

Damit nun drei Flächen nach der Anordnung 13 an einem Kry- 
stalle vorkommen, müssen die Elemente desselben offenbar drei Bedin- 
gungen erfüllen, es sollen ja die Neigungen dreier nicht tautozonaler 
Flächen gleich 90® sein. 

Für nach 115 und 117 angeordnete Flächen sind die Elemente vier 
Bedingungen unterworfen, in beiden Fällen sollen ja nebst den Ebenen 
einer bestimmten Zone Z auch die zu dieser Zone senkrechte Ebene R 
mögliche Flächen sein. Zugleich sieht man, dass ein solcher Krystall 
isoschematisch sein wird nach jeder Fläche der Zone Z^ da wir ja im 
§. 20 gezeigt haben, dass in Zonen, in denen 4 oder 6 unter gleichen 
Winkeln geneigte Flächen vorkommen, zu jeder Fläche S eine senk- 
rechte Fläche T möglich sein muss: die Fläche S ist also senkrecht zu 
den zwei Flächen R und T, und daher der Krystall isoschematisch mit 
Bezug aufS. In der Zone ^ werden ferner zu jeder Fläche Ä bezie- 
hungsweise 3 oder 5 andere Flächen möglich sein, die mit S isosche- 
matisch mit Bezug auf sich selbst sind, und die daher mit den Flächen 
8 und R einen Komplex geben, der beziehungsweise nach dem Symbol 
115 oder 117 angeordnet ist. Wir werden also bei Krystallen, für welche 
5 oder 7 die höchste Anzahl von Flächen ist, nach denen der Krystall 
bei jeder Temperatur isoschematisch ist, und die isoschematisch mit 
Bezug auf sich selbst sind, eine unbestimmte Anzahl charakteristischer 
Flächenkomplexe haben, die im ersten Falle der Anordnung 115, im 
zweiten der Anordnung 117 entsprechen. Alle diese charakteristischen 
Flächenkomplexe werden jedoch eine Fläche (iZ) gemeinschaftlich haben, 
während die anderen Flächen derselben alle in einer Zone (Z) liegen. 

Sind endlich 9 Flächen eines Krystalles nach 119 angeordnet, 
welcher Fall, wie wir gesehen, ebenfalls möglich ist, so haben die Ele- 
mente fünf Bedingungen zu erfüllen, die grösste Anzahl, der überhaupt 
die Elemente eines Krystalles genügen können. Diese Anordnung wird 
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nämlich schon stattfinden müssen^ wenn wir bloss drei zu einander senk- 
rechte Flächen Z7, F, TT, Fig. 26 und zwei Flächen P,Q haben, welche 
etwadie Winkel VWnnd fFf/halbiren. Solche fünf Flächen bestimmen 
gerade erst die Elemente, und es sind daher Krystalle mit solchen 
Flächen wirklich möglich. In einer Zone wie fZTPIF], in welcher drei 
Flächen unter Winkeln von 45® geneigt sind, muss dem §. 20 zufolge 
auch eine Fläche P' und aus dem gleichen Grunde in der Zone [TTQ?/] 
auch eine Fläche Q' möglich sein, so dass die Flächen P' und Q' die 
anderen Neigungswinkel VW und WU halbiren. In Folge dessen werden 
auch die Flächen R und R^ mögliche Flächen sein müssen , die erstere 
liegt ja in den Zonen [P'Q] und [C^F], die zweite in den Zonen \PQ\ 
und [CrP]. Wir haben also bewiesen, dass, wenn Flächen wie P, Q, 
U^ F, W an einem Krystalle möglich, auch Flächen möglich sind, deren 
Anordnung durch III9 gegeben ist. Nach diesen Flächen muss der Kry- 
stall dem vorhergehenden zufolge isoschematisch sein, derselbe wird 
aber alsdann nach jeder seiner Flächen isoschematisch sein, indem unter 
den Flächen III9 sich drei, etwa U, Q, i2, angeben lassen, von denen 
keine auf der andern senkrecht steht. 

Wir bemerken noch zum Schlüsse, dass, wenn die charakteristi- 
schen Flächenkomplexe eines Krystalles dem Symbole II entsprechen 
sollen, ein solcher Krystall überhaupt nur nach einer einzigen Fläche 
P bei jeder Temperatur isoschematisch sein kann. Denn wäre er es 
auch noch nach einer zweiten Fläche Q, so müsste er auch bei jeder 
Temperatur isoschematisch sein nach einer möglichen Fläche i2, welche 
senkrecht zu P und Q ist, und ebenso nach einer Fläche S, die senk- 
recht steht auf P und Ä. Die Flächen P, Ä, S stehen aber wechsel- 
weise aufeinander senkrecht und entsprechen der Anordnung 113; die 
charakteristischen Flächenkomplexe des betrachteten Krystalles müssen 
daher wenigstens dem Symbole 113 entsprechen, was unserer Annahme 
zuwider läuft. 



4. Kapitel 



Das zweite Hauptgesetz der Krystallographie. 

§. 26. Die Holo- und Hemisymmetrie der Erystalle. 

In einem früheren Paragraphe haben wir das Gesetz kennen ge- 
lernt, dem die Neigungen der Krystallflächen zu einander unterworfen 
sind, nämlich das Gesetz der Rationalität der Indices, demzufolge nur 
solche Flächen an einem Krystalle möglich sind, deren Indices sich wie 
rationale Zahlen verhalten, falls man die Durchschnitte dreier Flächen 
dieses Krystalles zu Axenrichtungen , die Abschnitte einer vierten 
Fläche aber zu Axenlängen wählt. Man ist so in den Stand gesetzt, alle 
Flächen anzugeben, welche möglicherweise an einem und demselben 
krystallisirten Körper auftreten können. Ob aber eine dieser möglichen 
Flächen wirklich auftritt oder nicht, ist jedoch nicht ganz zufällig, 
sondern insoferne bestimmt, als wir finden, dass gewisse Flächen immer 
zu gleicher Zeit auftreten. Man kann nämlich für viele Krystalle Ebenen 
S nachweisen, mit Bezug auf welche dieselben in physikalischer Hin- 
sicht vollkommen symmetrisch sind, so zwar, dass Linien and Ebenen 
des Krystalles, die mit Bezug auf eine der Ebenen S isoschematisch 
sind, auch dieselben physikalischen Eigenschaften in qualitativer und 
quantitativer Hinsicht besitzen. Zu den physikalischen Eigenschaften 
einer möglichen Fläche ist aber auch der Umstand zu rechnen, ob diese 
Fläche wirklich an einem Krystalle auftritt oder nicht. Wir finden 
also, dass, wenn ein Krystall symmetrisch nach einer Ebene ist, zwei 
nach dieser Ebene isoschematische mögliche Flächen desselben auch 
immer gleichzeitig an diesem Krystalle auftreten. 

Soll ein Krystall bei einer gewissen Temperatur symmetrisch sein 
pjtch einer Ebene, so muss er diess auch bei jeder anderen Temperatur 
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sein, wenigstens so lange keine chemischen Veränderungen an demselben 
wahrzunehmen sind. Die Abhängigkeit der physikalischen Konstanten 
eines Krystalles von der Temperatur ist ja auch nur eine der physika- 
lischen Eigenschaften desselben; sind nun letztere bei einer bestimmten 
Temperatur symmetrisch nach einer Ebene, so werden sie diess auch 
bei jeder anderen Temperatur sein, da, wie gesagt, ihre Aenderungen 
ebenfalls symmetrisch mit Bezug auf jene Ebene vor sich gehen müssen. 

Ist ein Krystall aber symmetrisch nach einer Ebene, so wird er 
auch isoschematisch nach dieser Ebene sein, da ja je zwei nach dieser ' 
Ebene isoschematische Ebenen des Krystalles dieselben physikalischen 
Eigenschaften haben müssen , und daher, wenn die eine derselben eine 
mögliche Fläche des Krystalles ist, diess auch für die andere stattfinden 
muss. Nach dem, was wir im $. 22 gesagt, ergibt sich hieraus unmit- 
telbar, dass ein Krystall nur symmetrisch mit Bezug auf eine seiner 
möglichen Flächen sein kann. 

Es ist aber auch leicht einzusehen, dass, wenn ein Krystall sym- 
metrisch mit Bezug auf mehrere seiner Flächen sein soll, diese Flächen 
isoschematisch mit Bezug auf sich selbst sein müssen. Ist z. B. ein 
Krystall symmetrisch nach n Flächen S, so erfordert die Symmetrie, 
dass er auch symmetrisch sei nach n — 1 Flächen T^ die mit n — 1 
Flächen 8 isoschematisch zur nten der letzteren Flächen sind; die 
Symmetrie bedingt ja, dass solche isoschematische Flächen gleiche 
physikalische Eigenschaften besitzen. Wir würden also n — 1 neue 
Flächen haben, nach denen der Krystall ebenfalls symmetrisch sein 
müsste, soll diess aber nicht der Fall sein, so müssen die n — 1 Flä- 
chen T dieselben sein, wie die n — 1 Flächen S, welche letztere daher 
einen nach der wten Fläche S isoschematischen Flächenkomplex bilden. 
Da aber dasselbe von jeder der Flächen 8 gelten muss, so können wir 
sagen, dass die Flächen , nach denen ein Krystall symmetrisch ist, 
isoschematisch mit Bezug auf sich selbst sein müssen. 

Dem Vorhergehenden zufolge muss offenbar für einen Krystall 
die Anzahl der Flächen ä, nach denen er symmetrisch ist, für jede 
Temperatur dieselbe sein. Da nun die Flächen 8 isoschematisch mit 
Bezug auf sich selbst sein sollen, und, wie wir im §. 25 gesehen haben, 
eine bestimmte Anzahl von Krystallflächen nur auf einerlei Weise so 
angeordnet sein kann, so folgt hieraus unmittelbar, dass die Anord- 
nung der Flächen 8 und also auch ihre gegenseitigen Neigungen für jede 
Temperatur dieselben sein müssen. Wir können somit schliesslich fol- 
genden Satz aussprechen: 

▼.Lang, KrystallograpiLie. 7 
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„Ist ein Krystall bei ejper bestimmten Temperatur symmetrisch 
nach n Ebenen, so ist er diess auch bei jeder anderen Temperatur. 
Jene n Ebenen aber sind mögliche Flächen ^es Krystalle?, mit Bezug 
aufweiche derselbe be^eder Temperatur isoschematisch ist imd welphQ 
Flächen isoschematisch mit ^ezug auf siph selbst sind, in Folge dessen 
ihre gegenseitigen Neigungen sich nicht mit der Temperatur ändern." 

Die Erfahrung l^at nun gelehrt, dass, wenn wirgleichwerthige 
Ebenen eines Krystalles diejenigen nennen , ^eichen dieselben physi- 
kalischen Eigenschaften zukommen, mit Bezpg darauf alle bisher un- 
tersuchten Krystalle sich in zwei IJ^ategorien theilen ]as^en. 

Erstens gibt es Krystfille, ^eren gl^ichwerthige Ebenen einpn 
nach n Ebenen S isoschematischen einfachen Koipplß^c bilden. Ein solr 
eher 5.rystall ist also syiqmetrisch nach n Ebenen S, diess kann ab^^ 
dem Vorhergehenden zufolge nur der F^U sein , wenn jene Ebenen S 
Flächen des Krystalles sind, mit Bezug auf welche er b^i jeder Tem- 
peratur isoschematisch ist, und T^elche Flächen wiederuna isoschema- 
tisch mit Bezug auf sich selbst sind. Dip |3rfah^ung hat aber gezei^, 
dass die Anzahl der Ebenen 8 immer der grössten Zahl von Flächen 
gleichkommt, die an . dem betyeffepden IJ^rystalle isoschematisch mit 
Bezi^g auf sich selbst sein können, und dass also, jene Ebenefl S daß 
bilden, was wir einen charakteristischen yiäc^ien]tomple:f genannt» haben. 
Wir nennen in diese Klasse gehörige Krystalle holosymmetrisc|ie oder 
symmetrische schlechtweg, und bezeichppn diesen ersten Fall als den 
der Holosymmetrie. 

Zweitens aber im Fa^e derHenaisymmetrie haben wir Krystalle, 
deren gleichwerthige Ebenen nur die Hälfte ein^s einfachen Komplexe^ 
ausmachen, der nach den Flächen S einer der charakteristischen Flä- 
chenkomplexe des betreffenden Krystalles isosphematisch ist. Diese 
Hälfte von Ebenen des einfachen Komplexes muss aber so angeordnet 
sein, dass für je solche der Flächen S, die im F^.lle der Holosymmetrie 
gleichwerthig wären, entweder Symmetrie stattfindet, odei? dieselbe auf 
gleiche Weise gestört ist. Hieraus folgt aber, dass solche der Flächen 
S, die im ersteren Falle gleichwerthig sind, diess auch iqa Falle cjer 
Hemisymmetrie sein müssen; würde letzteres nämlich nicht stattftn^en, 
so wären ja die Symmetrie Verhältnisse nach jenen Fl^^chen nicht die- 
selben, was dem Vorhergehenden widersprich^. 

S^nd im Falle der Hemisymmetrie die Flächeii T diejenigen der 
Flächßi^ S, für welchp Symmetrie stattfinden, so werde^i dem yorher- 
gehenden Satze zufolge die Flächen T isoschematisch mit Bezug «luf 
sich selbst sein und die gleichwerthigen Ebenen des hemisymnaetrischen 
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Kry«^W^ TOuden einen nach diesen Flächen T isoschematischen Kom- 
plex bilden müssen, wobei diess im Allgemeinen ein einfacher oder ein 
«lehrzähliger sein kann. Nur wenn die Flächen T auch für sich ein 
charakteristischer Komplex eines Krystalles sein können , ist eine 
Hemisymmetrie unmöglich, bei der die ^leichwerthigen Ebenen einen 
nach diesenFlächen Tisoschematischen einfachen Komplex bilden würden. 
Denn nehmen wir an, diess wäre möglich, so müssten für einen solchen 
hemisymmetriachen Krystall A die Symmetrieverhältnisse offenbar 
genau dieselben sein, wie für einen nach den Flächen T holosymmetri- 
schen Kry3tall B. Für letzteren Krystall würden also die Flächen T 
einen chars^kteristischen Flächenkomplex vorstellen, d. h. an dem Kry- 
stalle B können nicht mehr Flächen, als die Anzahl der Flächen T 
beträgt, vorhanden sein, mit Bezug auf welche der Krystall bei jeder 
Temperatur isoschemat^isch ist und die isoschematisch mit Bezug auf 
sich selbst sind. Das Gleiche müsste nun für den Krystall A stattfinden, 
welcher ja dieselben physikalischen Eigenschaften wie der Krystall B 
hat. Der Krystall A soll aber hemisymmetrisch nach den Flächen T 
sein, diess setzt andererseits voraus, dass die Flächen Tnur einen Theil 
eines Komplexes bilden, mit Bezug auf we|che der Krystall A bei jeder 
Temperatur isoschematisch ist, und die isoschematisch mit Bezug auf 
sich selbst sind. Der Widerspruch, in den ^\x auf diese Art gerathen, 
beweist also, d^^ss unsere Annahme in der Wirklichkeit nicht statt- 
finden kann. 

Vereinigen wir die z^^ei aufgezählten Fälle in einem Satze, so 
können ^nr der Erfahrung zufojge sagen: 

,,Eifl Krystall ist in krystaljpg^^phischer und phy- 
sikalischer Hinsicht entweder holosymmetrisch oder 
hemisypfnetrisch nach allen Flächen eines seiner cha- 
l'aktprjstisphen Flächen komplexe.'' 

Wir bezeichnen diesen Satz als das Gesetz der Symmetrie 
Qder als d£^§ zweite Hauptgesetz der Krystall ographie; es enthält 
in Verbindung mit dem ersten die ganze Lqhre der Krystallographie, 
und seine Wichtigkeit ist hiedurch allsogleich einleuchtend. 

Diejenigen Flächen , nach deinen ein Krystall holo- oder hemi- 
symmetrisch ist, nennen wir dessen Hauptschnitte; dieselben bilden 
einen der charakteristischen Flächenkoraplexe des Krystalles. Ist letz- 
terer holosymmetrisch, so sind alle Hauptschnitte desselben Ebenen der 
Symmetrie, Jm zweiten Falle sind es jedoch nur gewisse gleichwer- 
thige Hauptschnitte. 

7* 
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Betrachten wir die Formen, in denen verschiedene Körper kry- 
ßtallisiren, so ist klar, dass diese Krystalle nach der in denselben herr- 
schenden Symmetrie wesentliche Unterschiede nicht nur in ihren phy- 
sikalischen Eigenschaften, sondern auch schon in ihrer äusseren Form 
zeigen werden. Man wird daher die Symmetrieverhältnisse der Kry- 
stalle mit Vortheil zur Klassifizirung derselben benutzen können. 

Da dem zweiten Hauptgesetze zufolge die Krystalle nur nach 
einem charakteristischen Flächenkomplexe symmetrisch oder hemi- 
symmetrisch sein können, für die charakteristischen Flächenkomplexe 
der Krystalle aber nur die im §. 25 aufgezählten fünf Fälle möglich 
sind, so erhalten wir hiedurch mit Einschluss des Falles, wo gar keine 
Symmetrieebene an den Krystallen vorhanden ist, sogleich sechs Grup- 
pen, in die sich alle möglichen Krystalle eintheilen lassen müssen. Man 
nennt diese Gruppen Krystallsysteme und bezeichnet sie mit fol- 
genden Namen: 

III9 tesserales, 
117 hexagonales, 
115 tetragonales, 
117 rhombisches, 
II monoklinisches, 
OO triklinisches. 
Die den Namen vorgesetzten Symbole geben die Anzahl und Ver- 
theilung der Hauptschnitte für die Krystalle der betreffenden Systeme. 
In jedem dieser Systeme werden aber noch Krystalle vorkommen, die 
sehr verschiedene Symmetrieverhältnisse zeigen; dem zweiten Haupt^- 
gesetze zufolge können ja entweder alle Hauptschnitte Ebenen der Sym- 
metrie sein, oder aber, es sind von den so bestimmten gleichwerthigen 
Ebenen nur die Hälfte wirklich gleichwerthig. Ist die eine Hälfte jener 
Ebenen unter sich gleichwerthig, so muss es natürlich auch die andere 
unter sich sein; die Anordnung dieser halben Anzahl von Ebenen muss 
aber eine solche sein, dass nach gleichwerthigen Hauptschnitten die 
Symmetrie entweder erhalten bleibt oder auf gleiche Weise gestört wird. 
Eslässt sich aber so, dass letzterer Bedingung genügt wird, die Wahl der 
halben Anzahl unter den ursprünglichen Richtungen auf mehrere Arten 
bewerkstelligen, welche jede eine neue, in ihren Symmetrieverhältnissen 
verschiedene Klasse von Krystallen gibt. Demzufolge kann also jedes 
der obigen Systeme in ein 

holosymmetrisches, 
protohemisymmetrisches, 
deuterohemisymmetrisches u. s. f. 
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zerfallen. Die Betrachtang der einzelnen holosymmetrischen Systeme 
wird jedoch lehren, dass nur im hexagonalen Systeme zwei hemisym- 
metrische Unterabtheilangen möglich sind. Im tesseralen und tetra- 
gonalen Systeme haben wir je eine, in den übrigen Systemen gar keine 
hemisymmetrische Abtheilang. 

%, 27. Oleichwerthige Eichtungen. Charakteristische Axensysteme. 

Wie aus dem vorhergehenden Paragraphe hervorgeht, können wir 
zur Kenntnis des Systems, dem ein Krystall angehört, durch Aufsu- 
chung der charakteristischen Flächenkomplexe desselben gelangen. 
Diese Methode setzt freilich eigentlich voraus, dass wir den Krystall 
bei verschiedenen Temperaturen untersuchen; letzteres ist jedoch meist 
überflüssig. Ist nämlich ein Krystall isoschematisch nach einer Fläche, 
nach welcher er es nicht bei jeder Temperatur ist, so kann er nur für 
eine ganz bestimmte Temperatur nach dieser Fläche isoschematisch 
sein, und es ist natürlich im Allgemeinen unwahrscheinlich^ dass diese 
Temperatur gerade mit der zusammenfällt, bei welcher wir den Krystall 
untersucl^n. Aber selbst die strenge Befolgung dieser Methode gibt uns 
keinen Aufschluss über den holo- oder hemisymmetrischen Charakter 
eines fLrystalles, noch auch im Allgemeinen über die eigentliche Lage 
der Hauptschnitte desselben. Ja es gibt Fälle, wo wir auch nicht ein- 
mal das System eines Krystalles nach dieser Methode ermitteln können, 
wenn nämlich an einem Krystalle zu wenig Flächen zur Bestimmung 
eines Axensystems vorhanden sind, mit Hilfe dessen wir die möglichen 
Flächen des Krystalles entwickeln könnten. Noch schlimmer ist es 
natürlich, wenn die Begrenzungsflächen eines Krystalles durch irgend 
welche Ursachen gänzlich fehlen. 

Ein zweiter Weg zur Ermittlung des Systems eines Krystalles ist 
aber der, zu untersuchen, welches Anzahl und Vertheilung der gleich- 
werthigen Richtungen des Krystalles sind. Wir werden auf diesem 
Wege auch immer die ünterabtheilung des Systems finden, in welches 
ein BLrystall gehört, die gleichwerthigen Richtungen eines Krystalles 
hängen ja von den Hauptschnitten und der nach denselben stattfindenden 
Holo- oder Hemisymmetrie ab. Zur Kenntnis der gleichwerthigen Rich- 
tungen eines Krystalls gelangen wir nun immer auf untrügliche Weise 
durch Untersuchung der physikalischen Eigenschaften des Krystalles, 
und es wird diess bei mangelhafter oder gänzlich fehlender äusserer 
Begrenzung des Krystalles auch der einzige mögliche Weg sein. Im 
entgegengesetzten Falle können wir jedoch schon aus den vorhandenen 
Flächen eines Krystalles auf dessen gleichwerthige Richtungen und 
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somit auf dessen holo- oder hemisymmetrisches System durch den Um- 
stand scHliessen^ dass gl^ichw^rthige Flächen auch gleichzeitig auf- 
treten müssen. Nar halben wir uns in einem solchen Falle immer b4ch- 
träglich die mathematische Ueberzeugnng zu verschaffen, dass die als 
gleichwerthig vorausgesetzten Flächen eines Krystalles wirklich einen 
nach allen Flächen eines charakteristischen Komplexes dieses Kry- 
ställes isoschematischen Komplex oder wenigstens die Hälfte ieines 
solchen bilden. 

Es geht aber hieraus hervoi*, dass es auch für die Krystallographie 
von Wichtigkeit ist, Anzahl und Vertheilung der gleichwerthigen Eich- 
tungen jedes holo- oder h emisymmetrischen Systems im Allgemeinen 
und für spezielle Fälle jener Richtungen zu kennen. In den holosym- 
metrischen Systemen bilden die gleichwerthigen Richtungen einen ein- 
fachen Komplex, der nach jeder Hauptschnittsfläche des Krystalles 
isoschematisch ist. Zur Kenntnis der Lage der einzelnen Richtungen 
eines solchen einfachen Komplexes werden wir aber, nachdem, was wir 
im §. 17 von solchen Ebenen-Komplexen und im §• 22 über isoschema- 
tische Axensysteme gesagt haben, auf folgendem , analytischen Wege 
gelangen : 

Man beziehe die zu einer beliebigen Richtung senkrechte Ebene 
auf ein nach der ersten Hauptschnittsfläche des Krystalles isoschemati- 
sches Äxensystem. Die Indices dieser Ebene werden zwar im Allge- 
meinen keine rationalen Zahlen sein, allein nach §. 22 wird man doch 
immer entweder durch Vertauschung zweier derselben oder durch Aen- 
derung eines ihrer Vorzeichen die Indices der mit dieser Ebene nach 
der ersten Hauptschnittsfläche isoschematische Ebenen erhalten: die 
Normale der letzteren Ebene wird aber die mit der ersten Richtung 
isoschematische Richtung sein. Man schlägt nun für eine zweite Haupt- 
schnittsfläche dasselbe Verfahren ein, d. h. man bezieht zuerst die zu 
den schon bestimmten zwei Richtungen senkrechten Ebenen auf ein 
nach der zweiten Hauptschnittsfläche isoschematisches Äxensystem und 
bestimmt dann je nach der Art dieses Axensysterias durch Vertauschung 
oder Aenderung des Vorzeichens der Indices der ersteren Ebenen die 
Indices derjenigen Ebenen, die mit den früheren isoschematisch nach 
dem zweiten Hauptschnitte des Krystalles sind. Dasselbe Verfahren ist 
nun für einen dritten und für jeden folgenden Hauptschnitt auszu- 
fühi'en, wobei man jedoch bei dem letzten Hauptschnitte nicht stehen 
bleibt, sondern dann, wieder auf den ersten übergeht, und das Verfahren 
überhaupt so lange fortsetzt, bis man keine neuen Ebenen mehr dadurch 
erhält. Die so bestimmten Ebenen, sowie die dazu . senkrechten Rieh- 
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tutigen geben dann einen nach allen Hauptschnitten des Kryställes isö- 
stWhiitiiclieii eiöfachön Koiiiplex. 

Diese Methode wird jedoch dadurch dehr vereinfacht, dass sich 
für Krysiällä d^s monöklinischen, rhombischen, tetragonalen und tes- 
seralen Systemes immer Aiensysteme, und zwar krystallographische 
angeben lassen, die isoschematisch nach jedem der Hauptschnitte des 
betröffen den Kr^stalles sind. Legt man also ein solches Axensystem 
dem fi'üheren Verfahren zu Grunde, so braucht man, wenn man auf 
einen weiteren Hauptschnitt übergeht, die schon bestimmten Ebenen auf 
kein neues Axensystem zu beziehen, da ja das alte auch isoschematisch 
nach dem neuen Hauptschnitte sein muss. In Folge dessen werden für 
ein solches Axensystem die Indices aller Ebenen, welche einen nach 
den Hauptschnitten isoschematischen, einfachen Komplex bilden, sich 
nur durch ihre Ordnung und durch ihre Vorzeichen unterscheiden können. 

Fiir Krystalle des hexagonalen Systems lässt sich jedoch nur ein 
Axensystem auffinden, das isoschematisch nach bloss drei der Haupt- 
schnitte ist, deren Anordnung dem Symbole 13 entsj)richt. Um also das 
frühere Verfahren auch in diesem Falle durchzuführen, scheint es, dass 
man drei Aiensysteme braucht^ von denen eines isoschematisch nach den 
drei Hauptschnitten JP, Q, -B, Fig. 25, ein zweites isoschematisch nach 
P\ Q\ B', ein drittes endlich isoschematisch nach dem Hauptschnitte 
T ist. Allein das letzte Axensystem ist überflüssig, denn haben wir 
einmal einen Komplex von Ebenen bestimmt, der isoschematisch nach 
den Flächen P, $, -B, P\ Q\ M' ist, welche tautozorial, isoschematisch 
mit Bezug auf sich selbst und von gerader Anzahl sind, so riiuss dieser 
Komplex von Ebenen auch isoschematisch sein nach der zu diesen 
Flächen senkrechten Ebene^ diess ist aber die Fläche JB ; wir brauchen 
daher für letztere Fläche gar nicht das angegebene Verfahren auszu- 
führen, da wir ja gar keine neuen Ebenen dadurch bökonamen können. 
Hieraus geht so viel hervor, dass, wenn man schliesslich alle Ebenen 
des einfachefn Komplexes, der isoschematisch nach jedem Hauptschnitte 
ist, auf das erste Axensystem bezieht, die Indices dieser Ebenen nicht 
mehr als zweierlei verschiedene W erthe haben korinen. 

Beginneil wir, um den Nachweis solcher Axensysteme für Kry- 
stalle der verschiedenen Systeme zu führen, mit dein monoklinischen 
Systeme^ in welchem wir einen einzigen Hauptschnitt haben. Einen 
monoklinischen Krystall körinen wir daher nach §. 22 auf ein nach V 
isoscheraatisches Axensystem der ersten oder zweiten Art beziehen. 
Wir werden jedoch für solche Krystalle imnaer feines der ersten Art 
wählen, in welchem eine Axe senkrecht ist zu den beiden anderen, der 
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Fläche V parallelen Axen. Die zu den anderen senkrechte Axe wählen 
wir immer als FAxe, der Hauptschnitt V wird daher parallel einer 
Fläche mit dem Symbole (OlO). 

Im rhombischen Systeme haben wir drei zu einander senkrechte 
Hauptschnitte ?7, F, TF, Fig. 23; wählen wir die Durchschnitte dieser 
Flächen zu Axenrichtungen , die Abschnitte einer beliebigen anderen 
Fläche des Erystalls aber zu Axenlängen, so erhalten wir offenbar ein 
Axensystem, das nach jeder der Flächen CT, F, W ein isoschematisches 
Axensystem der ersten Art ist. In diesem Falle sind also alle drei 
Winkel des nach den Hauptschnitten isoschematischen Axensystems 
rechte, die Längen aber keiner Bedingung unterworfen. Die Uaupt- 
schnitte sind für ein solches Axensystem parallel den Flächen (100), 
(010), (001). 

Für Kry stalle des tetragonalen Systems, in welchem die 
Hauptschnitte durch Fig. 24 repräsentirt sind, wählen wir drei zu ein- 
ander senkrechte, etwa Z7, F, W zu Axenebenen und bestimmen die 
Längen der in die Fläche TF fallenden Axenrichtungen [?71F]und [FTTj 
durch einen der zwei anderen Hauptschnitte R oder Ä'; diese zwei Axen 
werden aber gleich lang, da sowohl R als Ä' gleich geneigt zu U und F 
sind. Bestimmen wir noch das Verhältnis dieser Axenlängen zur Länge 
der dritten Axe \UV\ mit Hilfe irgend einer anderen Fläche des Kry- 
stalles, so erhalten wir schliesslich ein Axensystem, das mit Bezug auf 
J7, F, W ein isoschematisches der ersten tÄ.rt, mit Bezug auf R und -B' 
aber eines der zweiten Art ist. In diesem Axensysteme sind die drei 
Axenwinkel rechte und zwei Längen einander gleich; die Symbole der 
Hauptschnitte werden für dasselbe ersichtlich 

Z7(100), F(OIO), TF(OOl), Ä (HO), Ä (HO). 

Die Krystalle des tesseralen Systems endlich, für welches wir 
neun durch Fig. 26 dargestellte Hauptschnitte haben, können wir auf 
ein Axensystem beziehen , das nach den drei Hexaederflächen ein iso- 
schematisches der ersten Art, nach den sechs Dodekaederflächen aber 
eines der zweiten Art ist. Wir brauchen nur die Durchschnitte der 
Hexaederflächen CT, F, W zu Axenrichtungen zu wählen, die Längen 
aber mit Hilfe von zwei Dodekaederflächen wie P und Q zu bestimmen. 
Die Axenwinkel sind alsdann lauter rechte und die Axenlängen eben- 
falls einander gleich, da jede Dodekaederfläche gleich geneigt zu den 
zwei Hexaederflächen ist, in deren Zone sie liegt. Für dieses System 
ist also, wie wir schon wissen, das Axensystem durch die Haupt- 
schnitte vollkommen bestimmt. Letztere sind für das angegebene Axen- 
system parallel von Flächen, deren Symbole 



— 105 — 

U (100), V (010), TT (001) 
P (011), e (101), B (HO) 
P' (oiT), Q' (loD, Ä' (110) 

sind, wovon man sich leicht durch unmittelbare Anschauung oder durch 
die Zonenregel überzeugt , mit Hilfe deren man die Symbole aller 
Hauptschnitte findet, nachdem die für CT, F, TT, P, Q, etwa festge- 
stellt sind. 

Für hexagonale Krystalle sind die Hauptschnitte durch die 
Fig. 25 gegeben; in diesem Falle können wir, wie schon gesagt, kein 
Axensystem auffinden, das nach jedem Hauptschnitte isoschematisch 
wäre, es gelingt nur, für drei Hauptschnitte ein solches Axensystem zu 
bestimmen. Um diess einzusehen, denken wir uns um den Krystall eine 
Kugel beschrieben, welche uns als Sphäre der Projektion (§. 6) dienen 
soll, und auf welcher die Punkte P, P'. . . . T die Pole der neun Haupt- 
schnitte seien. Die sechs ersten dieser Pole werden in einem und dem- 
selben grössten Kreise liegen, welchen wir auch als den Durchschnitt der 
Kugel mit der Ebene der Zeichnung nehmen wollen, Fig. 27. Die Zone 
dieser sechs Pole wird daher in der Zeichnung ebenfalls ein Kreis sein, 

in welchem BP' = P'Q, =• = 30®; die Ebene dieses Kreises, 

also die Ebene der Zeichnung, wird aber offenbar der Hauptschnitt T 
sein, welcher auf den sechs ersten senkrecht steht. Die Normale dieses 
Hauptschnittes wird die Kugel in einem Punkte T treffen, welcher in 
der Zeichnung mit dem Mittelpunkte des Kreises [PQ] zusammenfallen 
wird, sobald wir das Auge des Zeichners uns in diese Normale versetzt 
denken. Ist nun ü der Durchschnittspunkt irgend einer Zone des Kry- 
stalles mit der Zone [TP'], so muss U der Pol einer möglichen Kry- 
stallfläche sein, da ja Tund P' die Pole von Hauptschnitten, also auch 
die Pole möglicher Krystallflächen sind. Der Zonenkreis \P'UT\ wird 
aber bei der von uns angewendeten Projektion in eine gerade Linie 
übergehen. Die Ebene V nun, deren Pol in den beiden Zonenkreisen 
[ACT] und [QTJ liegt, wird ebenfalls eine mögliche Fläche des Kry- 
stalles sein, ebenso die Fläche W in den beiden Zonen \QJJ\ und 
[jBTJ; die Zonenkreise [Q'^] und \B TJ werden aber in der Zeich- 
nunggleichfalls als gerade Linien erscheinen. Aus der Symmetrie dieser 
ganzen Figur ist aber ohne weiteren Beweis einleuchtend, dass die Pole 
ü^ F, TTauf d«r Sphäre nicht nur unter sich, sondeni auch vom Pole 
T gleich weit abstehen. 

Dasselbe wird aber auch für diePunkte JT, F,Zgelten, in welchen 
die Sphäre von den Durchschnittslinien der Flächen C/, F, IF getroffen 
wird, wobei diese drei Kanten natürlich durch den Mittelpunkt der Sphäre 
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gehen müssen. Deifa $. 6 infolge Jbesiehen nämlich für diese Punkte 
die Gleichungen 

JS:V=jrffr= YW= TU=ZU=ZW=9(fi 

welche offenbar nur erfüllt werden können^ wenn Jf, 1^, Z ebehfalls 
Punkte der Zonenkriöise [P'T], \Q*T], [B'T] sind, die vom Pole 
T gleich weit abstehen. Diese Punkte werden in dem angegebenen 
Zonenkreise auf detselben Seite des Poles T liegen müs^en^ wie die 
entsprechenden Pole Z7, F, W; denn es ist die Entfernung des Poles 
Uz. B. von jedem Punkte des Zonenkreises [QTJ, der auf der ent- 
gegengesetzten Seite von V liegt, kleiner als 9Ö®. Ferner sieht man, 
dass, wenn UV^ 90® ist, JC näher an Tliegt als Z7, da ja in diesem 
Falle der Wihkel XV <^ UV sein muss, und ebenso umgekehrt. Es 
werden also entweder die Pole Ü, T^, PF oder aber die Pankte JT, Y,Z 
welche natürlich auch unter einander gleich weit abstehen^ näher an T 
liegen, je nachdem die Normalenwinkel der Flächen f7, F, W kleiner 
öder grösser, oder aber die Kantenwinkel derselben grösser oder kleiner 
als 90® sind. 

Die Linien OJT, O F, OZ, wenn O den Mittelpunkt der Sphäre 
bedeutet, werden offenbar von der Fläche T in gleicher Entfernung 
vom Mittelpunkte geschnitten, da ja ihre Endpunkte iT, F, Z auf der 
Sj)häfe gleich weit vom Pole T abstehen; wählt man daher die Flächen 
?7, F, W zu Axenebenen nnd bestimmt die Axenlängen durch eine zum 
Hanptschnitte T parallele Fläche, so werden wir ein Axensystem er- 
halten mit lauter gleichen Winkeln und Längen. Dieses Axensystem ist 
aber mit Bezug auf die Hauptschnitte P, Q, JR ein isoschematisches 
der zweiten Art. Hievon überzeugt man sich leicht, wenn man bedenkt, 
dass die Zonenkreise [P'T}, \_Q'T], [Ä'TJ offenbar die Durchschnitte 
der Hauptschnitte iP, Q, It mit der Sphäre sind; die Endpunkte der 
Normalen der durch jene Zonenkreise gelegten Ebenen sind ja offenbar 
die Punkte P, Q, Ä. Es ist klar, dass man auf ähnliche Weise ein zu 
den Hauptschnitten P, Q%B' isöschematisches Axensystem bestimmen 
könnte. 

Was noch die Symbole der Hauptschnitte betrifft, so ist das 
Symbol von T offenbar (111). Sind alsdann M und iV Flächen, deren 
Pole beziehungsweise in den Zonen [UV], [TW] und [C7lFJund[rFj 
liegen, so hat man für dieselbe offenbar die Symbole Jf(iiÖ)und 
N (101), indem die Symbole von U, F, W natürlich (lOO), (010), 
(001) sind. Aus der Symmetrie der ganzen Fig. 27 geht aber hervor, 
dass der Pol P in den beiden Zonenkreisen [ifiVJ und [FFT] liegt, und 
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dass daher die Fläche P das Symbol (OlT) haben muss. Die Symbole 
von Q und R örgi^b^ri *ich aber auf gleiche Weise oder unmittelbar aus 
dem Symbole von P durch symmetriische Vertauschung der Indices. 
Die Symbole von P\ Q\ R* findet man schliesslich leicht mit Hilfe der 
Zönenkreise [PQ\ und [UT], \VT\, [WT]; auch hier braucht man 
nur eitles wirklich zu berechnen, indem die anderen sich schon durch 
Yertauschung der Indices ergeben. Man erhält hiedurch schliesslich 

i'(öll), eciol), ÄCilo), 

P'C2rr), e'ci2i), Ä'ciis), 
r(iii). 

Mit Hilfe dieöer Axensysteme gelingt es, wie wir bei den ein- 
zelnen Systemen sehen werden, leicht, alle Ebenen zu bestimmen, die 
einen nach den betreffenden Hauptschnitten isoschematischen, einfat;heh 
Komplex bilden. Wir nennen dieje verschiedenen Axensysteme im 
Allgemeinen charakteristische, im Einzelnen aber nach dem Namen des 
Krystallsystems, bei dem wir dieselben kennen gelernt haben. Man 
überzeugt sich leicht, dass die Nachweisung irgend eines dieser Axen- 
systeme identisch ist mit der Auffindung einer entsprechenden Anzahl 
von Krystallflächeti, die isoschematisch mit Bezug auf sich selbst sind. 

Man sieht aber an den charakteristischen Axensystemen sehr 
deutlich die Anzahl der Bedingungen, denen die Elemente in den ver- 
schiedenen Kryst Allsystemen unterworfen sind. Bedeuten a, J, c die 
Längen, ^, % f aber die Winkel der charakteristischen Axensysteme, 
Bo hat man dem Vorhergehenden zufolge für das 

tesserale System | = ly = f = 90^, a =^h = c^ 
hexagonale „'g==?^ = f, a = b =: c^ 

tetragonale „ ^ = iy = f = 90*^^ a = 6, 
rhombische „ g = ly = f = 90^, 
monoklinische „ - ^ = f = 90*^. 

Die Krystallgestalten verschiedener Körper , die z. B. im tetra- 
■gönalen Systeme krystallisiren, können sich daher dur durch die Länge 
det Axen von einander unterscheiden; im tesseralen Systeme werden 
sie dieselben Elemente haben müssen, dagegen wird im triklinischen 
Systeme jedes Stück der fünf Elemente im Allgemeinen verschiedene 
Grösse für zweierlei Krystalle haben müssen. 

Isv man auf die angegebene Weise für irgend ein System zur 
Kenntnis der Anordnung gelangt, welche die gleichwerthigen JRich- 
ttmgen desselben im Allgemeinen haben müssen, so eihält man hieraus 
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auch leicht die Zahl uad Anordnung der gleichwerthigen Richtungen in 
speziellen Fällen. Wird nämlich die ursprünglich beliebig angenom-^ 
mene Richtung, aus der man die anderen entwickelt hat, parallel einem 
oder mehreren der Hauptschnitte, so muss diess auch für die mit er- 
sterer gleichwerthigen Richtungen gelten; die Folge wird sein, dass von 
den Richtungen, welche wir im allgemeinen Falle als gleich werthige 
gefunden haben, gewisse zusammenfallen. 

Wenn nun auch für die verschiedenen Systeme die Anzahl der 
gleichwerthigen Richtungen im Allgemeinen eine verschiedene ist, so 
kann doch in den eben betrachteten speziellen Fällen die Zahl und An- 
ordnung dieser Richtungen für verschiedene Systeme dieselbe sein. Man 
würde daher, wenn man sich bei der Aufsuchung der gleichwerthigen 
Richtungen bloss auf spezielle Fälle beschränkte, leicht Täuschungen 
über das System der untersuchten Krystalle ausgesetzt sein. 

Um endlich für die hemisymmetrischen Systeme zur Kenntnis der 
gleichwerthigen Richtungen zu gelangen, haben wir dem zweiten Haupt- 
gesetze zufolge den für das betreffende holosyipmetrische System be- 
stimmten Komplex gleichwerthiger Richtungen in zwei Hälften so zu 
theilen, dass für Hauptschnitte, die im Falle der Holosymmetrie gleich- 
werthig sind, jetzt entweder die Symmetrie erhalten bleibt oder auf 
gleiche Weise gestört wird. Die Richtungen jedes dieser halben Kom- 
plexe sind dann als unter sich gleichwerthig zu betrachten, und geben 
uns die Syjumetrieverhältnisse des betreffenden hemisymmetrischen 
Systems. Nur darf, wie wir im §• 26 gesehen, die Anordnung der Rich- 
tungen eines solchen halben Komplexes nicht der Anordnung der gleich- 
werthigen Richtungen in einem anderen holosymmetrischen Systeme 
entsprechen. 

Auch für die hemisymmetrischen Systeme erhalten wir spezielle 
Fälle gleichwerthiger Richtungen dadurch, dass jede derselben einem 
oder mehreren der Hauptschnitte parallel wird. 

§. 28. Formen, Holoeder, Hemieder. Kombinationen. 

Für die Krystallographie sind, wie aus dem früher Gesagten her- 
vorgeht, besonders jene gleichwerthigen Richtungen von Interesse, die 
senkrecht zu möglichen Fällen eines Krystalles sind. Es wird die Auf- 
gabe der nächsten Kapitel sein , die Zahl und Anordnung der mit einer 
gegebenen Fläche gleichwerthigen Fläche in jedem Systeme und auch 
für spezielle Lagen der gegebenen Fläche festzustellem Da bei diesen 
Untersuchungen die Rationalität der Indices der gegebenen Fläche 
gar nicht in Betracht kommt, so kann man die gefundenen Resultate 
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auch noch far Ebenen anwenden, die senkrecht zn beliebigen, aber 
gleichwerthigen Richtungen sind. 

Wir nennen den Inbegriff aller mit einer möglichen Fläche gleich- 
werthigen Flächen kurz eine Form, und es ist ohne weiteres klar, 
dass die verschiedenen möglichen Formen in eben so viele Abtheilungen 
zerfallen, als es holo- und hemisymmetrische Systeme gibt. Allein die 
Formen eines und desselben Systems zerfallen wieder in zwei wesentlich 
von einander verschiedene Gruppen. Bei dem wirklichen Auftreten 
gleichwerthiger Flächen finden nämlich mit Bezug auf die zu diesen 
Flächen senkrechten gleichwerthigen Richtungen erfahrungsgemäss fol- 
gende zwei Fälle statt: 

Erstens, es kommt zu jeder der gleichwerthigen Richtungen auf 
beiden Seiten des Krystalles eine senkrechte Fläche vor; in diesem 
Falle gibt es daher doppelt so viele gleichwertige Flächen als gleich- 
werthige Richtungen, und unter den ersteren ist zu jeder Fläche eine 
parallele vorhanden. Wir nennen in diese Gruppe gehörige Formen 
holoedrische oder kurz Holoeder. 

Zweitens, zu jeder der gleichwerthigen Richtungen kommt 
nur eine senkrechte Fläche vor; in diesem Falle wird also nur die 
Hälfte der Flächen des ersten Falles auftreten, indem von je zwei der 
parallelen Flächen eine ausbleibt. Dieses Ausbleiben ist aber nicht will- 
kürlich, sondern die Anordnung der übrig bleibenden Flächen muss 
eine solche sein, dass sie fiir gleichwerthige Hauptschnitte eine ähnliche 
ist. Eine solche Anordnung wird sich aber im Allgemeinen auf ver- 
schiedene Weise bewerkstelligen lassen, demgemäss wir auch von 
protohemiedrischen, deuterohemiedri sehen u. s. f. Formen 
sprechen. Diese Formen , die wir kurz Hemieder nennen, haben 
also keine parallelen Flächen, daher man dieselben auch als geneigt- 
flächige Formen bezeichnen kann, im Gegensatze zu den holoedrischen, 
den parallelflächigen. 

Um sich eine bessere Vorstellung von der gegenseitigen Lage der 
Flächen einer Form zu machen, denkt man sich die Flächen derselben 
von einem und demselben Punkte O, dem Axenmittelpunkte, gleich 
weit abstehend. Man sagt alsdann von den Flächen der Form^ sie seien 
im Gleichgewichte. Die Flächen werden hiebei ofi^enbar den Raum 
um den Punkt O einschliessen, ohne einspringende Winkel zu bilden, 
was ja auch der gewöhnliche Fall der Natur ist; dieselben werden sich 
aber auch gegenseitig so schneiden, dass die von ihnen gebildete Form 
von lauter kongruenten Polygonen begrenzt ist; was für die eine Fläche 
gilt, muss ja auch für die mit ihr gleichwerthigen gelten. 
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Da wir schon den allgemeinen Weg angegeben haben, auf wdlchenn 
man für jedes System zur Kenntnis der Lage der mit einer gegebenen 
Fläch^ gleichwerthigea Flächen gelangt, so ist klar, dass jede Form 
durch die Indicejs einer einzigen ihrer Flächen gegeben ist, sobald man 
nur weiss, in welches holo- oder hemisymmetrische System dieselbe 
gehört, und oh sie eine holoedrische oder irgend eine hemiedrische 
Form ist. Wir können daher, das System als bekannt vorausgesetzt, 
eine Form dadurch bezeichnen, dass wir die Indices einer ihrer Flächen 
in Klammern, wie | ) eirifassen und derselben 

erstens einen der Buchstaben n^tp vorsetzen, je nachdem die 
Form eine proto- oder deuterohemisymmetrische ist, 

zweitens ab^r einen der Buchstaben x, Zi /• • • je nachdem die- 
selbe eine proto-, dentero- u. s. f. hemiedrische Form ist. 

Das Symbol \hkl\ bedeutet somit einen holosymmetrischen Ho- 
loeder, das Sy^nbol j.«{A^/) dagegen eine deuteroheniiedrische, proto- 
l^emisymmetrische Fqrm u. s. w. 

Unter den Flächen einer Form benützt man zur Bezeichnung der 
letzteren gewöhnlich diejenige Fläche, für welche mötglicl^^t yi^le der 
Indices pqsitiv werden, und bleibt dann noch eine "^ahl übrig, so nimmt 
man jene Fläche, deren Indices sich möglichst der Bedingung, dass der 
erste grösser als der zweite, dieser aber grösser als der dritte sei, 
nähern. Nur in dem hexagonalen Systeme werden wir ein anderes 
Pripzip bei Wahl der zur Bezeichnung der Form dienenden Fläche 
befolgen. 

Dadurch, dass man in den vorstehenden Symbolen den Indices 
Ä, ifc, l verschiedene Werthe ertheilt, erhält man im Allgen^^inpn neue 
Formen, welche sich jedoch unter einander nur durch die Neigungen 
der Flächen, nicht aber durch deren Anzahl und Art d?r Anordnung 
unterscheiden. Wesentlich verschiedene Formen ergeben sich aber, 
sobald die Werthe von Ä, fc, l solche sind, dass die Normale der Fläche 
(hkt) parallel einem oder mehreren der Hauptschnitte de^ bet^-effenden 
Krystallsystems wird. Wir erhalten auf diese Weise durch geeignete 
Spezialisirung der Indices aus der allgemeinen Form jedes Systemes neue 
spezielle Formen. Hiebei kann es geschehen, dass derlei hemiedrische 
Formen p^allelfläcbig werden, sobald nämlich in Folge der Spezialisi- 
rung zwei Richtungen zusammenfallen, die vorher an ihren entgegen- 
gesetzten Enden senkrechte Flächen hatten. Solche spezielle peipieder 
werden sich ersichtlich in nichts von den entsprechenden i$peziellen 
Holoedern unterscheiden, da ja für beiderlei Formen auch die physika- 
lischen Eigenschaften denseH)en Gesetzen unterworfen sind. 
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In Betreff der speziellen Formen werden wir aber sehen, dasg 
einzelne derselben, die den holo- und hemisymmetrischen ünterabthei- 
langen desselben Systenasangphörenjja auch solche, die in ganz verschie- 
deneu Systemen vorkommen können , vollkommen in ihrßn geometri- 
schen Eigenschaften übereinstimmen. Durch die blosse Untersuchung 
der krystallographischen Verhältnisse solcher spezieller Formen können 
wir daher nicht mehr die Frage beantworten, in welches System ein in 
diesen Formen auftretender Krystall gehört, sondern wir sind, wenn 
keine anderen Flächen an dem Krystalle auftreten, wieder auf die Be- 
trachtung der physikalischen Eigenschaften angewiesen. 

Die Krystallß, wie sj^ in der Natur vorkommen, sin4 nun ent- 
weder bloss von gleichwerthigen Flächen begrenzt, also das, was wir 
ein^ Form genannt haben , oder aber es kommen an ihnen auch un- 
gleichwerthige Flächen vor. Dann müssen sich die Flächen des Ery- 
stalles offenbar in Gruppen abtheil^n lassen , die lauter gleichw6r- 
thige Flächen enthalten, mid deren jede dieselbe Symmetrie zeigt, 
wie der ganze Krys^ll. Die Fläclien der einzelnen Gruppen mi^ssen 
aber Formen ein und desselb.en l^olo- oder hemisypimetrischen Systeip^ 
seip. Man nennt solche Krystallß Kombinationen, uncl zwar zwei-, 
drei-, vierzq^hlige u. s. f., je nachdem die Flächen des betreffenden 
Krystalles von zwei, drei, vier u. s. f. Formen gebildet wer(}en. Die 
Bestimmung der Formen, aus denen eine Kombination besteht, heisst 
dieselbe auflösen. 

!ßei der Zeichnung von Kombinationen lässt man gewphpliph eben- 
falls die Fläphen, die zu einer und derselben Form gehqren, gleich Wßit 
vom Axepmittelpun^tte entfernt sein. Auch in diesem Falle, dßn man 
wie früher als den 4e$ GJeiphgewichte^ bezeichnet, müssen (li^ Flächen, 
die z\\ derselben Form gehörep, kongruente Umrisse haben. J^ nachd^n^ 
ni;n 4ie Flächen c(er einen oder der anderen Form näher dew Mittel- 
puniite sind und ip Folge dessen eiqe grössere Apsdehnung l^aben, ^v-r 
hält die Kombir^atipi^ ein sßhr yerschied^nps Aussehen, das man deq 
Hf^-bitus derselben nennen k£|,nn. Die Forn^en, aus denen eine K.om-: 
bination gebildet wj^d, gibt man gewöhpUch in der Ordnupg an, in der 
die Ausdehnung ihrpr Flächen abnimmt, die vovherrschepden Formen 
^Iso zuerst. 

Hier ist noch zp beiiiiprk^n, (}ass pnte^ (Jen FQrmep de^? versfohier 
denen Systeme ps solche gitjt, di^ nur von tauto?oqalen oder gar npr 
von zwei parallelen Flächen h^gr^nzt werden; splche Fqrmen, deren 
Flächen kein endliches S,tück des Paumes begren^ep, heissep offene, 
im Qegensatze zu den anderen, den gpschlo^s^ppp Fc^ym^n. Eine 



-« 112 — 

offene Form kann natürlich nicht allein an einem Krystalle vorkommen, 
da ja derselbe eine unendliche Ausdehnung haben müsste. Der betref- 
fende Krystall muss also eine Kombination sein. 

Natürlicher Weise können an einem und demselben Krystalle 
Holoeder und Hernieder zugleich vorkommen, wenn dieselben nur der 
gleichen Unterabtheilung eines Systemes angehören. Wir wissen ja, dass 
solche Formen, obwohl verschieden, durch die Anzahl ihrer Flächen 
doch dieselbe Zahl und Anordnung ihrer gleichwerthigen Richtungen, 
kurz dieselben Symmetrieverhältnisse haben. 

Ganz unmöglich ist es jedoch, dass Formen verschiedener Systeme 
miteinander kombinirt vorkommen; es ist diess schon eine krystallo- 
graphische Unmöglichkeit, da ja solchen Formen verschiedene charak- 
teristische Flächenkomplexe entsprechen würden. Dasselbe geht na- 
türlich aach aus der Betrachtung der gleichwerthigen Richtungen hervor, 
deren Anordnung nicht zwei Gesetzen auf einmal genügen kann. 

Auch Formen, die verschiedenen Unterabtheilungen eines und 
desselben Systemes angehören, können nicht miteinander in Kombi- 
nation treten, obwohl es in diesem Falle keine krystallographische 
Unmöglichkeit ist. Allein in Betreff der durch die Flächennormalen der 
Formen gegebenen gleichwerthigen Richtungen gilt ebenfalls di« zuvor 
gemachte Bemerkung. 

$. 29. Antihemiedrie, Hemimorphie, Heroedrie. 

Im Allgemeinen besteht eine hemisymmetrische Form A aas 
der Hälfte der Flächen einer entsprechenden holosymmetrischen Form 
F\ es ist klar, dass auch die andere Hälfte der Flächen der Form JP 
eine Form B bilden werden von demselben hemisymraetrischen Cha- 
rakter wie A, Es können also A und B zu gleicher Zeit an einem 
hemisymmetrischen Krystalle vorkommen, und es kann sogar bisweilen 
zweifelhaft werden, ob die Flächen A und B zwei hemisymmetrischen 
Formen oder einer einzigen holosymmetrischen angehören. Gewöhnlich 
jedoch sind die Flächen zweier Formen wie A und B an einem und 
demselben Krystalle ungleich entwickelt, sowie auch oft schon die äussere 
Beschaffenheit dieser Flächen eine verschiedene ist. Die Untersuchung 
der weiteren physikalischen Eigenschaften würde natürlich auch in 
diesem Falle jeden Zweifel beheben. Zwei hemisymmetrische Formen 
wie A und B , deren Flächen eine holosymmetrische Form desselben 
Systems bilden, nennen wir korrelate Formen. 

Etwas Aehnliches gilt auch für die holoedrischen Formen jedes 
Systems, die ja in zwei hemiedrische zerfallen. Die Flächen der letz- 
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tercn Formen können nun wohl verschieden weit vom Mittelpunkte des 
Krystalles abstehen, ihre physikalische Beschaffenheit muss jedoch na- 
türlich dieselbe sein, da die Flächen der einen Form parallel zu den 
Flächen der anderen sind. Auch solche zwei Hemieder, deren Flä- 
chen zusammen einen Holoeder desselben Systems bilden, nennen wir 
korrelat. 

Trotzdem finden sich in der Natur einige Beispiele von Krystallen, 
bei denen Flächen korrelater Hemieder nicht dieselben physikalischen 
Eigenschaften besitzen. Solche Krystalle scheinen also (wenigstens für 
gewisse ihrer Richtungen) eine Ausnahme von der allgemeinen Regel 
zu machen, derzufolge die physikalischen Eigenschaften für jede Linie 
eines Krystalles nach beiden Richtungen dieser Linie dieselben 
sind; in dem erwähnten Falle haben ja zwei Flächen, die senk- 
recht zu einer und derselben Linie sind, nicht dieselben Eigenschaften. 
Wir können diese Erscheinung etwa mit dem Namen Antihemiedrie 
belegen; Krystalle, an welchen dieselbe wahrgenommen wird , sind 
darum in physikalischer Hinsicht interessant, weil sie das Phänomen 
der Pyroelektrizität zeigen. Ein Beispiel hiefar bietet der holo- 
tesserale Boracit (SMgO, 4BO3), an welchem von den Flächen des 
Oktaeders, die dem einen hemiedrischen Tetraeder entsprechenden immer 
rauh, die dem anderen Tetraeder entsprechenden Flächen aber glän- 
zend sind. Bei einer Temperaturerhöhung werden nun die letzteren 
Flächen negativ elektrisch, während die ersteren parallelen Flächen 
positiv elektrisch werden. 

Ja, die eben beschriebene Erscheinung der Antihemiedrie scheint 
sogar für die hemiedrischen hemisymmetrischen Krystalle die Regel zu 
sein. Freilich wurde bis jetzt erst eine äusserst geringe Anzahl hieher 
gehöriger Körper in der Natur beobachtet, welche vielleicht nicht be- 
rechtigt, auf ein allgemeines Gesetz zu schliessen. Die Krystalle dieser 
wenigen Körper verhalten sich aber, soferne sie durchsichtig sind, auch 
mit Beziehung auf ihre optischen Eigenschaften höchst merkwürdig. 
Dieselben zeigen nämlich das Phänomen der Zirkularpolarisation 
des Lichtes. Die wichtigsten dieser Substanzen sind das chlorsaure 
Natron, welches im hemitesseralen Systeme krystallisirt, und der 
Quarz, der einem hemihexagonalen Systeme angehört. 

Das Auftreten der Zirkularpolarisation in den erwähnten Kry- 
stallen scheint mit dem Umstände verknüpft zu sein, dass für die hemi- 
symmetrischen Systeme von je zwei korrekten Hemiedern, Welche also 
zusammen eine holoedrische Form dieses Systems geben, der eine das 
Spiegelbild des anderen ist, dieselben sich also etwa so zu einander 

T. Lang» Krystallographie. 8 
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verhalten, wie der rechte Handschuh zum linken desselben Paares. 
Zwei solche Handschuhe können durch keine Drehung in einander über- 
gehen, werdeü aber identisch» sobald man an einem derselben die innere 
Seite herauskehrt. Man bezeichnet diesen ,, durch keine SteUungs- 
änderung auszugleichenden Gegensatz der übrigens ganz identischen 
FormbilduQg^ nach Naumann als Enantiomorphie. Korrelate 
hemisymmetrische Hernieder sind also, wie wir sehen werden, immer 
enantiomOrph. 

Untersuchen wir in dieser Hinsicht korr^late Hernieder der holo- 
symmetrischen Formen, so finden wir, dass dieselben nach d^r Art der 
Hemiedrie entweder solche sind, die sich bloss darch ihre Stellung 
unterscheiden^ und also durch Drehung der einen Form um eine be- 
stimmte Axe zur Deckung gebracht werden können, oder aber wir 
finden, dass die korrelaten Hemieder wie im vorhergehenden Falle 
enantiomorph sind. Die letzte Art der Hemiedrie ist jedoch für die holo- 
symmetrischen Formen noch t&dat mit Sicherheit in der Natur nach- 
gewiesen, und die Frage daher noch eine offene: ob an holosymmetri- 
scheil Krystallen auch eüa^itiomorphe Hemiedrie möglich ist, uTidob 
im Bejahungsfalle solche Krystalle das Licht ebenfalls zirkularpolarisiren. 

In dieseKlasse von Erscheinungen dürfte auch die Hemimorphie 
der Krystallformen gehören. In den Systemen nämlich, in welchen ein 
Hauptschnitt vorkommt , der mit keinem der anderen gleiohwerthig 
ist, sifid Krystalle in der Natur beobachtet worden, bei denen die 
Anordnung der Flächen gewisser Formen eine solche ist, dass die Fla- 
chen derselben 6ämmtlich nur auf einer Seite ijenes Hauptschnittes 
liegen. Solche hemimorphe Formen sind also wie die hemiedrischen 
nur von der halben Anzahl von Flächen der entsprecheüden Ho- 
loeder begrenzt, indem zu jeder einzelnen eines Komplexes gleich- 
wertigen Richtungen nur ei0e senkrechte Fläche vorhanden ist. Theilt 
man die entsprechenden, im Gleichgewichte befindlichen Holoeder durch 
jenen Hauptsohiüitt in zwei Theile, so stellt jeder dieser Theile offenbar 
eine hemimörphe Form iror. Sind in feinem Systeme mehrere solcher 
Hauptfilchnitte vorhanden, die mit keinem anderen gleichwerthig sind, 
fio gibt es mit Beziehiing auf diese Hauptsohnitte in dem betrachteten 
Systeme pro to-, deuterohemimorphe Formen u. s. f» Wir bezeichnea 
dieselben wieder durch eine ihrer Flächen und durch Yorsetzung eines 
der Buchstaben 9, 9, v. Krystalle, an denen solche hemimörphe Formen, 
welche ersichtlich offene sind, vorkommen, sind nun wie die früher be- 
sprochenen pyroelektrisch, indem bei Temperaturänderungen die 
zn beiden Seiten jenes Hauptschnittes liegenden Hälften der Krystalle 
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aDgleichnainig elektrisch werden. Es liegt natQrlicfa die VermuthüDg 
nahe, dassr solche Krystalle wenigstens für Linien senkrecht zu den 
Flächen ihrer hemimorphen Formen verschiedene physikalische Eigen- 
schaften nach den beiden Richtangen dieser Linien haben. Beispiele 
hemimorpher Krystalle sind: Tnrmalin im hexagonalen, Rohrzacker 
im monoklinischen Systeme. 

Schliesslich ist noch zu erwähnen, dass, abgesehen von den Fällen, 
in welchen von den Flächen der Formen beim wirklichen Auftreten in 
der Natur beliebig einzelne oder mehrere ganz fehlen, dieses Ausbleiben 
der Flächen bisweilen so stattfindet, dass die übrig bleibenden Flächen 
Formen eines anderen Systemes entsprechen. Man bezeichnet diess als 
Meroedrie der Krystallformen. Dieses gewissermassen regelmässige 
Ausbleiben der Flächen ist jedoch, sowie das ganz unregelmässige von 
keinem Einflüsse auf die physikalischen Eigenschaften der Krystalle. 
Beispiele der Meroe<kie bietet z. B. der tesserale Salmiak {NH^ Gl), 
den man bisweilen in Formen erhält, die der Symmetrie des tetra* 
gonalen Systems entsprechen. Den korrespondirenden, ebenfalls tesse- 
ralen Bromsalmiak CNH^ Br) hatte der Verfasser in Prof. Hof- 
mann's Laboratorium zu London Gelegenheit, in schönen, scheinbar 
rhombischen Pyramiden zu beobachten. Audi in scheinbar hexagonalen 
Formen können tesserale Krystalle auftreten, wie diess der beiTschop- 
pan vorkommende Flussspath zeigt. Das rhombische rothe Blmtlaogen- 
salz (K3Fe2Gy6) erhält durch Ausbleiben gewisser Flächen meist einen 
monoklinischen Habitus, welcher Umstand lange zu Täuschungen über 
das richtige System dieser Substanz Anlass gab. 

%. 30. Zwillinge. 

Ausser den uüfregelmässigen Yerwacfasniigcii, in welchen die ein- 
zelfien Krystalle einer und derselben Substanz meist in der Natur auf- 
treten, ti^ffen wir aber bisweilen zwei gteicfaartige Kjrystalle so mit 
einander vereinigt, dass sie durch Drehung am eine gewisse Linie Em 
180® in parallele Stellung gebracht werden können, d. h. in eine Stel* 
luQg, bei der jede mögliche Fläche des einen Individuums parallel der 
BatspreclieDden möglichen Fläche des zweiten Individnums ist. Eine 
solche Vereinigung zweier Krystalle nennt man einen Zwilling, jene 
Linie aber, um welche man beide Individuen drehen mnss, damit sie 
in parallele Stellung gelangen, die Zwillingsaxe. 

Solche Flächen der beiden Individuen einesZwillifigs, welche nach 
der Drehung zusammenfallen oder doch wenigstens einander parallel 
werden, Hennen wir korrespondirende Flächen« Indem wir die 

8* 
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beiden vereinigten Krystalle einzeln auf Axensysteme beziehen, die 
durch korrespondirende Flächen gebildet werden, müssen natürlich 
durch die Drehung um die Zwiliingsaxe auch die beiden Axensysteme 
parallel werden, und müssen ganz zusammenfallen, sobald wir einen 
gemeinsamen Axenmittelpnnkt für beide Individuen gewählt haben. Es 
ist auch klar, dass korrespondirende Flächen dieselben Symbole in beiden 
Individuen erhalten werden; ebenso müssen für eine zur Zwiliingsaxe 
senkrechte Ebene dieselben Indices gelten, ob wir diese Ebene auf das 
Axensystem des einen oder des andern Individuums beziehen. 

Die Erfahrung an wohl ausgebildeten Zwillingen hat nun gelehrt, 
dass die zur Zwiliingsaxe senkrechte Ebene immer eine mögliche Fläche 
der einzelnen Individuen ist, und zwar meist eine Fläche mit ziemlich 
einfachen Indices. Wenn wir daher wissen wollen, ob zwei mit einander 
verwachsene Krystalle wirklich einen Zwilling bilden, so haben wir uns 
nicht nur zu überzeugen, dass die beiden Krystalle durch Drehung um 
irgend eine Linje um 180^ in parallele Stellung gebracht werden können, 
sondern wir haben auch nachzusehen, ob die Indices der zu jener Linie 
senkrechten Ebene, bezogen auf das Axensystem eines der beiden Kry- 
stalle, sich wie drei rationale einfache Zahlen verhalten. 

Wir nennen die zur Zwiliingsaxe senkrechte Ebene im Einklänge 
mit dem eben Gesagten die Zwillingsfläche. Da je zwei korrespon- 
dirende Flächen eines Zwillinges der Definition des letzteren zufolge 
.parallel werden müssen, wenn man eine derselben um die Normale der 
Zwillingsfläche um 180<^ dreht, so müssen je zwei solche Flächen nach 
$.17 isoschematisch sein mit Bezug auf die Zwillingsfläche, d. h. sie 
müssen mit der Zwillingsfläche in einer Zone liegen und gleich geneigt 
zu ihr sein. Es gibt uns diess ein Mittel in die Hand, die Zwillings- 
fläche zweier zu einem Zwillinge vereinigter Krystalle zu bestimmen. 
Wir haben nämlich bloss zwei korrespondirende Flächen aufzusuchen, 
und die zwei Winkel, welche dieselben bilden, durch zwei Ebenen zu 
halbiren, es bleibt dann nur noch übrig zu entscheiden, welche dieser 
zwei Ebenen die Zwillingsfläche ist. 

Kennt man zwei Paare korrespondirender Flächen, etwa P, f 
und Q, q^ so ist die Fläche, welche in den beiden Zonen Pp und Q,q 
dieser Flächenpaare liegt, offenbar die Zwillingsfläche, welche sich 
ersichtlich durch diese Methode am leichtesten bestimmt. 

Die Vereinigung zweier Krystalle zu einem Zwillinge kann zweierlei 
Art sein. Dieselbe ist nämlich erstens in den sogenannten Juxtaposi- 
tions-Zwillingen eine solche, dass der Zwilling durch einen senk- 
recht zur Zwiliingsaxe geführten Schnitt in seine beiden Individuen 
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zerlegt werden kann ; die letzteren stossen also in diesem Fall6 in einef 
£bene zusammen, welche nichts anderes als die Zwillingsfläche ist. 
Hiebei sind aber die beiden Krystalle selten im Gleichgewichte, son- 
dern es ist meist nur diejenige Hälfte derselben ausgebildet, welche 
auf der entgegengesetzten Seite jener Trennungsebene liegt. In den 
Kanten der letzteren Ebene treffen meist korrespondirende Flächen 
zusammen. 

Zweitens aber können sich die beiden Individuen eines Zwillings 
ganz oder zum Theil wechselweise durchdringen, natürlich immer in 
der durch die Zwillingsbildung geforderten Stellung. Aber auch in diesen 
Penetrations-Zwillingen sind die Kanten, in denen die zwei In- 
dividuen aneinanderstossen, häufig die Durchschnitte korrespondirender 
Flächen, welche jedoch im Allgemeinen sowohl ausspringende als ein- 
springende Winkel bilden. Das Auftreten der letzteren Art von Winkel 
muss auch immer aufmerksam auf eine möglicherweise vorhandene 
Zwillingsbildung machen. 

Stossen in einem Zwillinge keine Flächen aneinander, die ein- 
springende Winkel bilden, so geschieht es sowohl in dem zuerst be- 
trachteten Falle, besonders aber bei den Penetrations- Zwillingen, 
dass der Zwilling scheinbar das Ansehen eines einfachen Krystalles 
erhält. Abgesehen von den krystallographischen Verhältnissen lassen 
aber auch die physikalischen Eigenschaften an einem solchen Zwillinge 
die verschiedenen Partien nachweisen, welche theils dem einen, theils 
dem anderen Individuum angehören. Besonders bei doppeltbrechenden 
Krystallen gelingt diess leicht mit Hilfe des polarisirten Lichtes. 

Sind beide Individuen eines Zwillings von entsprechenden Flächen 
gebildet, was gewöhnlich der Fall der Natur ist, so wird dem Vorher- 
gehenden zufolge offenbar auch der ganze Zwilling isoschematisch nach 
der Zwillingsfläche sein. Sind die einzelnen der zu einem Zwillinge ver- 
bundenen Krystalle A und B schon isoschematisch nach der Zwillings- 
fläche P, so ist jede Fläche des einen Individuums in ungeänderter 
Lage auch eine mögliche Fläche des anderen Individuums, wie leicht 
einzusehen. Denn in Folge der Zwillingsbildung muss zu jeder Fläche 
/ des Krystalles B eine Fläche F des Individuums A möglich sein, die 
mit ihr nach der Zwillingsfläche P isoschematisch ist. Ist nun der Kry- 
stall A selbst isoschematisch mit Bezug auf P und ist F eine mögliche 
Fläche desselben, so muss der Definition isoschematischer Krystalle 
zufolge offenbar auch /eine mögliche Fläche des Krystalles A sein. 

Der eben besprochene Umstand tritt natürlich immer ein, wenn 
die Zwillingsfläche P parallel einem der Haup tschnitte der zwei Indi* 
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^iduen ist, indem ja jeder Krystall nach seinen Haupftschnitten iso- 
schematisch sein raiiss. Da man aber für jeden Krystall, wie wir gesehen, 
ein Axensystem bestimmen kann, das isoschematisch ist nach irgend 
einem seinev Hauptschnitte, so kann man auch in dem gegenwärtigen 
Falle jedes Individuum des Zwillings auf ein nach P isoschematisches 
Axensystem beziehen. Eine Eigenschaft eines solchen Axensystems ist, 
dass es nicht geändert wird, wenn man dasselbe um die Normale zu P 
um 180^ herum dreht. Solche Axensysteme der beiden Individuen dürfen 
sich also einerseits nicht ändern, wenn man einen der Krystalle um die 
Zwillingsaxe um 180® dreht, andererseits aber müssen sie durch diese 
Drehung in Folge der Zwillingsbildung einander parallel werden, woraus 
hervorgeht, dass diese Axensysteme schon vor der Drehung einander 
parallel sein müssen. Wir sehen also, dass bei eihem solchen Zwillinge 
die beiden Individuen sich auf parallele Axensysteme beziehen lassen, 
und dass daher auch alle möglichen Flächen derselben paarweise ein- 
ander parallel sein werden. Bei zwei so vereinigten Krystallen bleibt 
es also zweifelhaft, ob sie als wahre Zwillinge oder bloss als parallele 
Aneinanderlagerung zweier Individuen aufzufassen sind. 

Hieher gehören auch die in der Natur häufig auftretenden, durch 
korrelate Formen gebildeten Penetrations-Zwillinge; die beiden Formen 
durchdringen sich hiebel wechselweise in richtiger Stellung gegenein- 
ander. Auch hier hat man die Wahl, diess nur als ein eigen thümliches 
Auftreten der Flächen der vollflächigen Form zu betrachten. 

Zwillinge einer und derselben Substanz, deren Zwillingsflächen 
solchen Flächen entsprechen, die im Falle der Holosymmetrie gleich- 
werthigsind, nennen wir gebildet nach demselben Zwillingsgesetze. 
Sind die Krystalle selbst holosymmetrisch , so besteht ersichtlich kein 
Unterschied zwischen Zwillingen, die nach demselben Gesetze gebildet 
sind. Ein solcher Unterschied ist nur bei heraisymmetrischen Kry- 
stallen denkbar, wenn die Zwillingsbildung nach Flächen stattfindet, 
die nur im Falle der Holosymmetrie gjeichwerthig sind. 

Wir finden, dass die Krystalle einer und derselben Substanzen 
sich nur nach wenigen Zwillingsgesetzen zu Zwillingen vereinigen. So 
werden bei den verschiedenen Substanzen gewöhnlich nur 1, 2 oder 3 
wesentlich verschiedene Flächen angetroffen, die als Zwillingsflächeu 
auftreten. 

Es kommen in der Natur auch Drillinge vor, drei Krystalle, 
A^ J?, 0, können nämlich so miteinander vereinigt sein, dass A mit JB 
und B mit C einen Zwilling bildet. An dem Krystalle -B werden daher 
zwei Flächen, P und Q, möglich sein müssen, so dass, wenn man das 
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lodtvidumn A um die Normale zu P, das Individuum M aber um die 
Normale zu Q um 180^ dreht, die drei Krygtalle A^ B^ C sich in pa- 
ralleler St^long befinden; hiebei kann derZwilltng AB im Aligemeinen 
nacb demselben Gesetee gebildet sein wie der Zwilling BC oder nicht. 
Im ersteren Falle müssen also Pand Q Flächen sein, die, wenn i? 
hK>los7mmetrisch wäre, isoschematisch sind. 

Ja es g]bt auch Vierlinge, Fünflinge a. s. f. in der Natar; 
hieb^ sind jedoch die einzelnen Individuen fast immer nach demselben 
Zwillisgsgesetze aneinander gereiht , so dass also je zwei Zwillings^ 
flächen, die demselben Individuum angehören, für den Fall der Holo^ 
Symmetrie gleichwertige Flächen desselben sind. 

§. 31. Symmetrieyerhältnisse der Axen der Krystalle, 

Unter den verschiedenen Richtungen eines Krystalles werden vor- 
züglich, jene für die Sjmmetrieverhältnisse der Krystalle von Wich- 
tigkeit sein^ die parallel zu einem oder mehreren der Hauptschnitte des- 
selben sind. Um solche Richtungen herum wird eine gewisse Symmetrie 
stattfinden müssen, und zwar von eben so hoher Ordnung als Haupt- 
schnitte dieser Richtung parallel sind. Die Auffindung solcher Rich- 
tungen an einem Krystalle wird uns daher wesentlich in dem Bestreben 
unterstützen, die Symmetrieverhältnisse eines Krystalles zu erkennen. 

Wenn wir nun die an Krystallen möglichen Vertheilungan der 
Hauptschnitte ins Auge fassen, so überzeugen wir uns leicht, dass eine 
Richtung nur parallel einem, oder aber parallel zu zwei, drei, vier und 
sechs Hauptschnitten sein kann, die sich beziehungsweise unter Winkelu 
von 90, 60, 45 und 30^ schneiden. Demgemäss sprechen wir, indem wir 
auch noch solche Richtungen, die gar keinem Hauptschnitte parallel 
sind, berücksichtigen, von triklinischen, monoklinischen, rhombischen, 
trigonalen, tetragonalen und hexagonalen Axen, wobei eben das Wort 
Axe nicht im krystallographischen, sondern bloss im geometrischen 
Sinne aufzufassen ist und nur die Richtung irgend einer Linie bedeutet, 
welche wir uns jedoch gewöhnlich durch den Mittelpunkt der Krystall- 
gestalt gezogen denken. 

Soll nun für die verschiedenen Axen die um dieselben herum 
stattfindende Symmetrie bestimmt werden, so rednzirt sich diese Auf- 
gabe offenbar darauf, die Anordnung gleichwerthiger Richtungen zu 
finden, die bloss durch tautozonale Hauptschnitte bedingt sind. 

Diese Aufgabe haben wir aber wenigstens für den Fall der Holo- 
symmetrie schon im §. 21 gelöst, wo wir gezeigt haben, wie man für 
eine beliebige Anzahl von tautozonalen Ebenen, die isoschematisch mit 
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Bezug auf sich selbst sind, die einzelnen Richtungen eines nach diesen 
Ebenen isoschematischen einfachen Komplexes finden kann. Durch Spe- 
zialisirung jener allgemeinen Untersuchung erhalten wir die nachfol- 
genden Resultate, von deren Richtigkeit man sich übrigens auch leicht 
durch direkte geometrische Anschauung überzeugen kann. 

In den Fig. 28—32 bedeuten nun die Punkte A immer die Endpunkte 
der verschiedenen Axen auf der Sphäre der Projektion, wobei die Axen 
senkrecht zur Ebene der Zeichnung, das Zentrum der Sphäre aber in 
derselben gedacht werden. Die durch den Punkt A gezogenen Linien 
geben dann die Durchschnitte der Sphäre mit den Hauptschnitten, in 
welchen die betreffende Axe liegt; die mit Ziffern bezeichneten Punkte 
aber geben endlich die Endpunkte von Richtungen eines Komplexes, 
der isoschematisch nach allen im Punkte A sich kreuzenden Haupt- 
schnitten ist. Findet nach letzteren Flächen Holosynunetrie statt, so 
sind jedesmal alle bezifferten Punkte wirklich gleichwerthige, d. h. sie 
sind die Endpunkte gleich werthiger Richtungen; für den Fall derHemi- 
symmetrie aber ist es nur je eine Hälfte dieser Punkte. Wie wir schon 
im §. 21 gezeigt, müssen diese Punkte alle gleich weit abstehen vom 
Punkte A^ und die Winkel zwischen je zwei benachbarten Punkten 
können nur zweierlei Werthe haben, die in aufeinander folgenden Win- 
keln immer miteinander abwechseln; 

Wir haben also: 

1. Tr,i klinische Axen, welche gar keinem Hauptschnitte pa- 
rallel sind; um solche herum findet natürlich auch gar keine Sym- 
metrie statt. 

2. Monoklinische Axen, welche parallel einem einzigen 
Hauptschnitte eines Krystalles, Fig. 28, sind. Die im Falle der Holo- 
symmetrie gleichwerthige Punkte 1 und 2 sind es nicht mehr für den 
Fall der Hemisymmetrie; die hemisymmetrische monoklinische Axe 
wird eben eine triklinische. 

3. Rhombische Axen, d. h. solche Richtungen eines Kry- 
stalles, die parallel zu zwei auf einander senkrechten Hauptschnitten 
desselben gehen. Die Symmetrie, welche um solche Axen herum statt- 
findet, ist durch die bezifferten Punkte der Fig. 29 gegeben, welche im 
Falle der Holosymmetrie gleichwerthig sind. Bei Hemisymmetrie sind 
entweder Punkte wie 1 und 3 oder wie 1 und 2 gleichwerthig. Im 
letzteren Falle geht die rhombische Axe offenbar in eine monoklini- 
sche über. 

4. Tetragonale Axen, welche in vier unter Winkeln von 45® 
geneigten Hauptschnitten eines Krystalles liegen. Findet nach diesen 



- 121 — 

Flächen Holosymmetrie statt, so haben wir acht gleichwert hige Punkte, 
Fig. 30. Für den Fall der Hemisymmetrie kann jedoch die um eine 
solche Axe stattfindende Symmetrie nur gegeben sein entweder durch 
Pole wie 1, 3, 5, 7 oder wie 1, 2, 5, 6. Im letzteren Falle wird die 
tetragonale Axe wieder zur rhombischen. 

5. Trigonale Axen, parallel zu bloss drei Hauptschnitten, 
die sich unter Winkeln von 60® gegenseitig schneiden; für holosymmtj- 
trische derartige Axen geben die Punkte l->6 der Fig. 31 die um 
dieselben stattfindende Symmetrie an, für hemisymmetrische dagegen 
sind nur Punkte wie 1, 3, 5 gleichwerthige. 

6. Hex agonale Axen endlich sind solche, die in sechs Haupt- 
schnitten eines Krystalles liegen, welche Flächen tantozonal und unter 
Winkeln von 30® zu einander geneigt sein müssen. Findet nach diesen 
Flächen Holosymmetrie statt, so erhalten wir um hexagonale Axen 
herum 12 gleichwerthige Punkte, Fig. 32. Findet nach den Haupt- 
schnitten jedoch nur Hemisymmetrie statt, so können nur entweder 
Punkte wie 1, 3, 5, 7, 9, 11 oder wie 1, 2, 5, 6, 9, 10 wirklich gleich- 
werthige sein. Im letzteren Falle gehen die hemisymmetrischen hexa- 
gonalen Axen in trigonale über. 

Für die Krystallographie ist nun auch hier der Fall von beson- 
derer Wichtigkeit, wo die gleichwerthigen Richtungen senkrecht zu 
möglichen Flächen sind. Es ist klar, dass im Falle der Holoedrie die 
am eine Axe auftretenden Flächen sich so in Komplexe abtheilen lassen 
müssen, dass die Anordnung jedes derselben durch die bezifferten Punkte 
derFig.28 — 32 repräsentirt wird. ImFalle der Hemiedrie werden jedoch 
nur die Hälfte dieser Punkte die Pole auftretender Flächen sein, gerade 
so, wie bei der Hemisymmetrie; allein zu den ausgebliebenen Rich- 
tungen werden auf der anderen Seite der betrachtetet! Axe Flächen 
auftreten müssen. Wollen wir also durch die blosse Anordnung der 
Flächen eines Krystalles über den Charakter einer Axe desselben ent- 
scheiden, so haben wir da, wo es sich um hemisymmetrische Axen 
handelt, immer beide £nden der Axe zu untersuchen und nachzusehen, 
ob die an einem Ende fehlenden Flächen nicht auf dem anderen auf- 
treten, in welchem Falle die Axe nur eine hemiedrisch ausgebildete 
holosymmetrische Axe wäre. 

Die 4 zuletzt aufgezählten Axen bezeichnet man auch mit dem 
Namen Hauptaxen; letztere müssen also parallel zu wenigstens 
zwei HauptJschnitten eines Krystalles sein, sind daher mögliche Kanten 
desselben, und also auch mögliche krystallographische Axenrichtungen. 
Der Hauptaxen eines Krystalles gibt es offenbar nur eine beschränkte 
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Anzahl, wäbreikL die Zahl der trikliniscbeii Äxen for jeden Ery&tall 
and die der monoklinischen (mit Einschluss der hieher gehörigen 
hemisymmetrischen rhombischen Axen) wenigstens fiir solche Krystalle 
mit auch nur einem Hanptschnitte eine unbegrenzte ist ; jede Richtung 
parallel einem Hauptschnitte ist ja eine monoklinische Axe. 

Ist von irgend einer der Tiei^ Arten von Hauptaxen nur ein« ein- 
zige in einem Krystallsysteme vorhanden, so nennt man dieselbe auch 
eine morphologische Axe; es tritt dann der Umstand ein, den wir 
an organischen Körpern beobachten, für welche eine gewisse Symmetrie 
fast durchgehends nur um eine einzige Richtung derselben stattfindet. 
Die Betrachtung der Fig. 23 --26 zeigt leicht, dass das tetragonale und 
hexagonale System eine morphologische Axe besitzt, die parallel den 
tautozonalen Hauptschnitten ist^ und im ersten Falle einen tetragonaten, 
im zweiten einen hexagonalen Charakter besitzt. 

$. 33. Symmetrieverhättnisse der Fl&ehen und Solmitte der Erystalto. 

Wir haben schon wiederholt den Weg angedeutet, auf welchem 
man für ein bestimmtes Krystallsystem zur Kenntnis der gleicbwer- 
thigen Richtungen desselben gelangt. Es ist aber für das Studium der 
Kjy&tallgestalten die Beantwortung auch der Frage von Interesse, wel- 
ches die Vertheilung der gleichwerthigen Richtungen bloss avtf einer 
bestimmten Ebene E eines Krystalles ist, wo wir unter Ebene eines 
Krystalles entweder eine Begrenzungsfläche desselben oder eine be- 
beliebige durch denselben geführte Schnittfläche verstehen. Wir können 
aber diese Frage nicht dadurch lösen, dass wir etwa alle mit einer belie- 
bigen Richtung der gegebenen Ebene E gleichwerthigen Richtungen des 
Krystalles entwickeln und dann nachsehen, welche von diesen Richtungen 
ebenfalls jener Ebene parallel werden. Denn sind P und Q etwa zwei 
gleichwerthige Richtungen eines Krystalles, so werden wir in einer 
durch diese zwei Richtungen gelegten Ebene E allerdings zwei be- 
stimmte gleichwerthige Richtungen haben, aus denen wir jedoch nicht 
auf die Symmetrieverhältnisse der Ebene E werden sehlies$en können. 
Aendern wir nämlich die eine Richtung P etwas, doch so , dass sie 
noch immer der Ebene E parallel bleibt, so wird di^ gleichwerthige 
Richtung Q im Allgemeinen nicht mehr parallel der Ebene E sein, die 
Richtungen P und Q repräsentiren daher nicht die der Ebene E ange- 
horigen gleichwerthigen Richtungen. Diess ist vielmehr nur dann der 
Fall, wenn die gleichwerthigen Richtungen P und Q durch Haupt- 
schnitte bedingt sind, die senkrecht auf der Ebene stehen, denn als- 
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dann wird ersichtlich, wenn Pin der Ebene -B verschoben wird, auch 
Q noch immer parallel dieser Ebene bleiben müssen. 

Die Symmetrieverhältnisse irgend einer Ebene eines Krystalles 
hängen also bloss ab von der Anzahl und der Vertheilang der auf dieser 
Ebene senkrecht stehenden Haaptschnitte des Krystalles. Die Normale 
dieser Ebene ist aber parallel zu allen Hauptschnitten, welche auf dieser 
Ebene senkrecht stehen, und es wird also auf jeder Ebene eines Kry- 
stalles dieselbe Art der Symmetrie stattfinden müssen, welche um die 
Normale dieser Ebene herum besteht, ein Satz, den wir auch schon von 
vornherein als richtig hätten annehmen können. 

Wir werden also die Symmetrieverhältnisse von beliebigen Ebenen 
eines Krystalles leicht mit Hilfe der Entwicklungen des vorhergehenden 
Paragraphes angeben , wo wir die Art von Symmetrie kennen gelernt 
haben, welche um Richtungen stattfinden muss, die paiallel einem oder 
mehreren der Hauptschnitte eines Krystalles sind. 

Mit Bezug auf die Symmetrieverhältnisse der Ebenen eines Kry- 
stalles haben wir noch einen wichtigen Umstand zu erwähnen. Wir haben 
gesehen^ dass, wenn ein Krystall nach einer seiner Richtungen gewisse 
physikalische Eigenschaften besitzt, er nach der gerade entgegen- 
gesetzten Richtung dieselben Eigenschaften aufweist. Eine Ausnahme 
hievon machen nur die seltenen im %, 29 erwähnten Fälle derHemimor- 
phie und der antisymmetrischen Hemiedrie. Bei den Ebenen der Kry- 
stalle ist nun diess der allgemeine Fall: finden für eine Richtung der- 
selben gewisse physikalische Eigenschaften statt, so können wir nicht 
a priori schliessen, dass auch für die entgegengesetzte Richtung diesel- 
ben Eigenschaften gelten ; es wird diess ersichtlich nur dann der Fall 
sein, wenn wirklich die direkte und die entgegengesetzte Richtung in 
Folge der Symmetrie der Ebene gleichwerthig sind. 

Daher sind auch bei der Anwendung der Resultate des vorigen 
Paragraphes auf eine Ebene unter den gleichwerthigen Richtungen 
derselben solche, die von einem Punkte gerade entgegengesetzt gerichtet 
sind, nicht etwa als eine einzige aufzufassen, dieselben geben uns viel- 
mehr eine Linie der untersuchten Ebene, parallel welcher nach beiden 
Richtungen dieselben physikalischen und krystallographischen Eigen- 
schaften stattfinden. 

Mit Bezug auf die letzteren Eigenschaften der Ebenen eines 
Krystalles ist es oflPenbar nur die Gestalt des Umrisses, also die Seiten 
und ebenen Winkel einer solchen Ebene^ die hiebei in Betracht kommen 
kann. Die Seiten einer Ebene E werden sich von einander nicht nur 
durch ihre Lage, sondern auch durch ihre Grösse unterscheiden, d. h. 
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durch den Neigungswinkel jener Ebene E zu denjenigen Krystallflächen, 
deren Durchschnitte eben die betrachteten Seiten sind. Damit also zwei 
Seiten einer Ebene eioes Krystalles gleichwerthig seien, genügt es nicht, 
dass sie senkrecht zu gleichwerthigen Richtungen dieser P^bene sind, 
sondern sie müssen die Durchschnitte von Krystallflächen sein, die mit 
Bezug auf die Normale der Ebene E gleichwerthig sind. Solche zwei 
Krystallflächen sind entweder gleich geneigt zu der Axe, nach welcher 
sie gleichwerthig sind, oder sie bilden mit dieser Axe gerade entgegen- 
gesetzte Winkel, wenn nämlich die zwei Flächen an den ungleichen 
Enden der gleichwerthigen Richtungen, auf denen sie senkrecht stehen, 
auftreten, wie diess im Falle der Hemiedrie stattfindet. 

Demzufolge können wir also sagen, gleichwerthige Seiten 
einer Ebene stehen senkrecht auf gleichwerthigen Richtungen derselben 
und haben entweder dieselbe oder gerade entgegengesetzte Grösse; 
wenn wir nämlich die Neigungswinkel von der Ebene E aus nach einer 
und derselben Richtung rechnen. Die Umkehrung dieses Satzes gilt jedoch 
im Allgemeinen nicht. 

Zu jeder Seite einer Ebene kann natürlich auch eine parallele vor- 
kommen^ da ja zu jeder Krysta]lfläche auch die parallele möglich ist, 
die Grössen zweier solcher parallelen Seiten werden sich ofi'enbar zu 
180<^ ergänzen. Sollen aber zwei parallele Seiten auch gleichwerthig 
sein, so werden sie senkrecht stehen müssen zu einer Linie der be- 
trachteten Ebene, för welche Linie beide Richtungen gleichwerthig 
sind. Parallele ungleichwerthige Seiten können jedoch in einem spe- 
ziellen Falle gleiche Grösse bekommen, natürlich ohne desshalb gleich- 
werthig zu werden. Es ist diess nämlich der Fall, in welchem die Ebene 
E senkrecht steht auf einer Krystallfläche und also auch auf der zu ihr 
parallelen möglichen Fläche; die Grösse der durch solche Flächen ge- 
bildeten Seiten ist dann gleich 90®. 

Im Einklänge mit den für die Axen eingeführten Bezeichnungen 
wählen wir auch mit Rücksicht auf die verschiedenen Symmetriever- 
hältnisse die Namen der verschiedenen Ebenen, so zwar, dass jede 
Ebene auf einer gleichnamigen Axe senkrecht steht. Die 
Symmetrie anf den verschiedenen Arten von Ebenen können wir 
uns aber wieder durch die Fig. 28 — 32 vorstellen; wir brauchen 
nur von dem Punkte A aus durch die bezifl'erten Punkte gerade Linien 
zu ziehen. Diese Linien werden uns die gleichwerthigen Richtungen 
der verschiedenen Ebenen repräsentiren , es sind ja eben die nach 
den verschiedenen Axen gleichwerthigen Richtungen für den Fall , dass 
die Endpunkte derselben alle in die äusseren Kreise der Figuren fallen* 
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Im Falle der Hemisymmetrie entsprechen naturlich auch nur die Hälfte 
dieser Linien wirklich gleichwerthigen Richtungen. 

Die Seiten einer Ebene werden im Allgemeinen entweder bloss 
von gleichwerthigen, oder aber von zwei, drei u. s. f. verschiedenen 
Komplexen unter sich gleich werthiger Seiten begrenzt, von welchen 
Komplexen natürlich jeder der Symmetrie der Ebene JB gehorchen 
muss. Es ist auch leicht einzusehen, dass der Anzahl der verschieden- 
artigen Seiten, welche eine Ebene JE eines Krystalles begrenzen, we- 
nigstens ebenso viele einfache Gestalten an dem betreffenden Krystalle 
entsprechen müssen. Flächen verschiedener Formen können ja unmög- 
lich nach der Normale zur Ebene E gleichwerthig sein. 

Wir wollen nun die Gestalt des Umrisses der verschiedenen Arten 
von Ebenen näher kennen lernen. In den hieher gehörigen Figuren 33 
bis 91 bedeuten von den durch die Punkte O gezogenen Linien, die 
mit Ziffern versehenen gleichwertige Richtungen einer Ebene, dagegen 
die unbezifferten Linien die Tracen der zu jener Ebene senkrechten 
Hauptschnitte. Gleichwerthige Seiten machen wir durch gleiche Dicke 
kenntlich und zeichnen dieselben auch gleich weit abstehend von dem 
gemeinsamen Kreuzungspunkte der Hauptschnitte, in welchem Falle 
wir sagen, dass die Seiten und die von denselben gebildete Figur im 
Gleichgewichte sind. Doch würde der krystallographische Charakter 
dieser Figuren durch beliebiges paralleles Verschieben der Seiten na- 
türlich nicht geändert werden; in krystallographischer Hinsicht besteht 
kein Unterschied zwischen einem Rechtecke und einem Quadrate, 
oder zwischen einem regelmässigen Sechsecke und einem anderen Sechs- 
ecke, in welchem zwar alle Winkel gleich, die Seiten es aber nicht sind. 

Wir bemerken noch, dass auf jeder Ebene immer Seiten parallel 
und senkrecht zu der Trace irgend eines Hauptschnittes möglich sind« 
Die Hauptschnitte sind ja parallel von möglichen Krystallflächen, sie 
stehen aber auch senkrecht zu den Flächen einer möglichen Ejrystall- 
zone, da ja dem $. 22 zufolge diess für alle Flächen gilt^ nach welchen 
ein Krystall isoschematisch ist. 

Gehen wir zur Betrachtung der verschiedenen Fällö von Ebe- 
nen über, wobei wir jedoch annehmen wollen, dass in denselben mit 
jeder Seite auch die gleichwerthigen vorkommen. In den Zeichnungen 
lassen wir, wie gesagt, gleichwerthige Seiten auch immer gleich weit von 
einem und demselben Punkte der betrachteten Ebene abstehen lassen, so 
dass der Umriss sich im Gleichgewichte befindet. Stehen in diesem 
Falle, die gleichwerthigen Ebenen nur von dem einzigen Punkte O 
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gleich weit ab, so nennen wir O den Mittelpunkt des Umrisses, der im 
entgegengesetzten Falle jedoch keinen Mittelpunkt hat. 

1. Triklinische Ebenen, mit welchem Namen wir Flächen 
und Schnitte eines Krystalles bezeichnen, die auf gar keinem Haapt* 
schnitte desselben senkrecht stehen. Die Form derselben ist ersichtlich 
äusserst mannigfaltig; gleichwertige Seiten können an denselben im 
Allgemeinen nicht angetroffen werden. Da die einfachste geschlossene, 
geometrische Figur ein Dreieck ist, so muss auch die einfachste trikli- 
nische Ebene wenigstens von dreierlei Seiten begrenzt sein. Diess gibt 
unsdas krystallographische ungleichseitige Dreieck Fig. 33, 
in welchem alle drei Seiten uogleichwerthig sind ; in speziellen Fällen 
kann dasselbe gleichschenklig und selbst gleichseitig sein, ohne dass es 
im krystallographischen Sinne aufhören würde, ungleichseitig zu sein. 
Triklinische Ebenen, die von vier Seiten begrenzt sind, geben uns ein 
krystallographisches Trapezoid, Fig. 34, in welchem alle vier Seiten 
ungleich werthig sind, und das in geometrischer Hinsicht auch ein Trapez, 
Rhombus etc. sein kann, da, wie wir wissen, zu jeder Seite ja auch 
eine parallele möglich ist. 

2. Monoklinische Ebenen, senkrecht zu einem einzigen 
Hauptsohnitte, demzufolge wir im Falle der Holosymmetrie zwei gleich- 
werthige Richtungen, Fig. 35, gleich geneigt zur Trace des Haupt- 
schnittes, haben. Solche Ebenen müssen offenbar von wenigstens zwei- 
erlei Seiten begrenzt sein, damit man eine geschlossene Figur erhält. 
Diess gibt uns das krystallographische Deltoid, Fig. 36, ein Viereck, 
dessen Seiten senkrecht zu zwei Paar gleichwerthigen Richtungen sind, 
das daher zwei gleiche , einander gegenüberliegende Winkel haben 
wird und das also im Gleichgewichte mit dem Deltoide der Geometrie 
übereinstimmt. Diese Figur, das krystallographische Deltoid, 
kann in speziellen Fällen wieder ein Parallelogramm, Rhombus, Quadrat 
werden. Es ist auch leicht einzusehen, dass, wenn noch ein drittes Paar 
gleichwerthiger Seiten auftritt, die monöklinische Ebene einen ümriss 
etwa wie Fig. 37 erhält. 

Ist von den gleichwerthigen Richtungen 1 und 2 eine parallel der 
Trace des Hauptschnittes, so wird es natürlich auch die andere sein ; 
es ist also auch eine Seite senkrecht zur Trace des Hauptschnittes 
möglich, was im Einklänge mit dem schon früher Gesagten ist. Die 
hiednrch entstehenden umrisse können wir leicht dadurch ableiten, dass 
wir in den vorhergehenden Figuren zwei gleichwerthige Seiten in eine 
einzige, zur Trace des Hauptschnittes senkrechte Seite übergehen 
lassen. Fig. 38 gibt dann das krystallographische gleichsehen- 
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klige Dreieck, in welchem zwei gleichwerthige Seiten gleich ge- 
neigt zu einer dritten Seite sind; Fig. 39 aber gibt ein symmetrisches 
Fünfeck mit zwei Paar gleichen Winkeln. Fallen in der letzten Fignr 
noch 2wei andere gleichwerthige Seiten zusammen, so erhält man einen 
Umriss wie Fig. 40. 

Ist eim^ der Richtungen 1 und 2 senkrecht zar Trace des Haupt- 
schntttes, so ist es auch die andere, es sind also auch zwei gleichwer- 
thigie Seiten möglich parallel dem Hauptschnitte. Ans den früheren 
Umrissen erhalten wir hiedurch die durch Fig. 41 — 43 dargestellten. 

Im Falle der Hemisymmetrie sind die beiden Richtungen i und 2 
nicht mehr gleich werthig; die monoklinische Ebene geht in eine trikli- 
niscbe über, und wird daher auch in Umrissen auftreten, wie sie den 
letzteren Ebenen entsprechen. 

3. Rhombische Ebenen, senkrecht zu rhombischen Axen; 
dieselben besitzen für den Fall der Holosymmetrie vier gleichwerthige 
Richtungen, die durch die bezifferten Linien der Fig. 44 repräsentirt 
sind. Senkrecht zu solchen Richtungen haben wir vier gleichwerthige 
Seiten, welche uns einen krystallographischen Rhombus geben, 
Fig. 45. Kommen an der betrachteten Ebene zweierlei gleichwerthige 
Seiten vor, so muss ihre Anordnung ähnlich wie Fig. 46 sein. Wird in 
der letzten Figur aber eine der dünnen Seiten parallel einem Haupt- 
schnitte, so werden diess auch die übrigen dunnenSeiten^ und man erhält 
die Fig. 47 ; findet dasselbe auch noch für die dicken Seiten statt, so 
erhalten wir ein Rechteck, Fig. 48, dessen gegenüberliegende Seiten 
gleichwerthig sind. Wir übergehen die Fälle, in welchen mehr als 
zweierlei Seiten eine rhombische Ebene begrenzen; nach dem bisher 
Gesagten ist es ja auch für diese Fälle leicht anzugeben, welches im 
Allgemeinen die Anordnung der Seiten sein muss. 

In hemisymmetrischen rhombischen Ebenen können entweder nur 
Richtungen wie 1, 2 gleichwerthige sein, in welchem Falle die Ebenen 
offenbar in monoklinische übergehen, oder aber, es sind nur Richtungen 
wie 1, 3 gleichwerthig. Solche hemisymmetrische rhombische Ebenen 
müssen wenigstens von zweierlei Seiten begrenzt sein, welche alsdann 
ünuisse wie die Fig. 49, in speziellen Fällen aber auch wie die Fig. 50, 
51 haben werden. Eine von dreierlei Seiten begrenzte hemirhom- 
bische Ebene wäre Fig. 52, auf deren spezielle Fälle wir jedoch nicht 
weiter eingehen wollen. 

4. Tetragonale Ebenen, senkrecht zu vier Hauptschxiitten, 
die sich unter Winkeln von 45® schneiden , mit acht gleichwerthigen 
Richtungen für den Fall der Holosymmetrie, Fig. 54* Als Umriss solcher 
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Ebenen mit bloss einerlei Seiten haben wir im allgemeinen Falle das 
krystallographische symmetrische Achteck, Fig. 54, in 
welchem die abwechselnden Winkel gleich und alle Seiten gleichwerthig 
sind. Ist in dieser Form eine Seite parallel einem Haaptschnitte, was 
ja immer möglich ist, so fallen je zwei Seiten in eine zusammen, und 
wir erhalten das krystallographische Quadrat, Fig. 55, das 
in geometrischer Hinsicht auch ein Rechteck werden kann. Als allge- 
meinen ümriss tetragonaler Ebenen mit zweierlei Seiten haben wir ein 
Sechzehneck, Fig. 56, welches durch Spezialisirung in ein Zwölfeck, 
Fig. 57, und schliesslich in ein Achteck, Fig. 58 übergeht. 

Für hemisymmetrische Ebenen sind entweder nur Richtungen wie 
1, 2, 5, 6 oder wie 1, 3, 5, 7 gleichwerthige. Im ersteren Falle wer- 
den die tetragonalen Ebenen zu rhombischen, im zweiten aber erhalten 
wir als allgemeinsten Umriss solcher von einerlei Seiten begrenzten 
Ebenen ein krystallographisches Quadrat, Fig. 59, welches im Allgemei- 
nen von intermediärer Lage ist, in speziellen Fällen aber mit den Seiten 
auch parallel zweien Hauptschnitten sein kann, Fig. 60. Würden an 
einer solchen hemitetragonalen Ebene zweierlei Seiten vorkommen, so 
müssten dieselben im allgemeinen Achtecke wie Fig. 61, in speziellen 
Fällen aber wie die Fig. 62, 63 bilden. 

5. Trigonale Ebenen, senkrecht zu trigonalen Axen; die- 
selben besitzen im Allgemeinen sechs gleichwerthige Richtungen, dar- 
gestellt in Fig. 64; wird jedoch eine derselben parallel einem Haupt- 
schnitte, so fallen je zwei derselben zusammen und reduziren sich somit 
auf drei. Diess gibt uns als allgemeinen Fall einer von bloss gleich- 
werthigen Seiten begrenzten trigonalen Ebene das krystallogra- 
phische symmetrische Sechseck, Fig. 65, mit abwechselnd 
gleichen Winkeln, für Ebenen mit zweierlei Seiten aber ein Zwölfeck, 
Fig. 68. Die speziellen Fälle dieser Umrisse sind in den Fig. 66, 67 
und 69—72 dargestellt, unter welchen Fig. 67 das krystallogra- 
phische gleichseitige Dreieck ist. 

Im Falle der Hemisymmetrie sind nur Richtungen wie 1, 3, 5 
gleichwerthig. Verlängern wir daher in Fig. 65 die diesen Richtungen 
entsprechenden Seiten, so erhalten wir als allgemeinen Umriss der nur 
von gleichwerthigen Seiten begrenzten hemisymmetrischen trigonalen 
Ebenen ein krystallographisches gleichseitiges Dreieck, Fig. 73, von 
intermediärer Stellung mit Bezug auf die Hauptschnitte; dasselbe kann 
jedoch in spezielleji Fällen auch in das frühere krystallographische, 
gleichseitige Dreieck übergehen, Fig. 74, 75. Durch Kombination solcher 
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zwei Dreiecke erhalten wir für faemisymmetrische Ebenen, die von 
zweierlei Seiten begrenzt sind, Umrisse wie Fig. 76—81. 

6. Hexagonale Ebenen, senkrecht zu sechs Hauptschnitten, 
welche im Falle der Holosymmetrie zwölf gleichwerthige Richtungen 
bedingen, Fig. 82; diess gibt uns für solche Ebenen mit bloss einerlei Seiten 
das krystallographische symmetrische Zwölfeck, Fig. 83 
mit abwechselnd gleichen Winkeln. Wird eine Seite desselben parallel 
einem Hauptschnitte, so erhalten wir als speziellen Fall das krystal- 
lographische reguläre Sechseck, Fig. 84. Für die Ebenen mit 
zweierlei Kanten haben wir als allgemeinsten Fall ein Vierundzwanzig- 
eck, das in speziellen Fällen in ein Achtzehneck und schliesslich in ein 
Zwölfeck, Fig. 85 mit lauter gleichen Winkeln und abwechselnd gleich- 
werthigen Seiten übergeht. 

Sind im Falle der Hemisymmetrie nur Richtungen wie 1, 2, 5, 6, 
9, 10 gleichwerthig, so gehen diese Ebenen offenbar in trigonale über. 
In dem Falle der Hemisymmetrie jedoch, in welchem Richtungen wie 
1, 3, 5, 7, 9, 11 gleichwerthig sind, erhalten wir für die Umrisse solcher 
Ebenen mit einerlei Seiten ein krystallographisches reguläres Sechseck 
von intermediärer Stellung, Fig. 86, welches jedoch auch in das frühere 
derartige Sechseck übergehen kann, Fig. 87. Für die von zweierlei 
Seiten begrenzten Ebenen haben wir Umrisse wie Fig. 88—90. 

Aus dieser Aufzählung ersieht man, dass nur die drei zuletzt ge- 
nannten Ebenen, und die rhombischen im Falle der Holosymmetrie 
einen Mittelpunkt haben. Der triklinischen Ebenen gibt es natürlich an 
jedem Krystalle unendlich viele, und auch der monoklinischen in solchen 
Krystallen, die wenigstens einen Hauptschnitt besitzen. Man kann daher 
die Umrisse dieser Ebenen sehr variiren und einzelnen Winkeinderseiben 
beliebige Werthe ertheilen, wenn man eben die unbestimmt gelassene 
Richtung jener Ebene auf gehörige Weise wählt. Der vier anderen 
Arten von Ebenen gibt es aber nur eine bestimmte Anzahl, da dieselben 
senkrecht zu Hauptaxen sind. Letztere Ebenen müssen auch immer 
parallel einer möglichen Krystallfläche sein, da sie ja senkrecht stehen 
auf wenigstens zwei Hauptschnitten, der Krystall also auch isoschema- 
tisch sein muss nach der zu diesen Hauptschnitten senkrechten Ebene, 
die daher eine mögliche Fläche des Krystalles ist. Für das hexagonale, 
tetragonale und rhombische System müssen aber jene Ebenen sogar 
parallel von Hauptschnitten sein, wovon man sich leicht durch die 
Betrachtung der Anordnung, welcher die Hauptschnitte dieser Systeme 
unterworfen sind, überzeugt. 

T. Lang, Kry stallographie. o 



— 130 — 

Wir haben bei den vorhergehenden Betrachtungen voraasgesetzt, 
dass zu jeder Seite einer Ebene auch die gleichwerthigen vorkommen; 
diess wird allerdings für jede Ebene der Fall sein, die im beliebigen 
Abstände vom Mittelpunkte eine holoedrische Krystallgestalt schneidet, 
deren Flächen sich im Gleichgewichte befinden. Kommen an einer sol- 
chen im Gleichgewichte befindlichen Krystallgestalt auch hemiediische 
Formen vor, so wird die frühere Bedingung nur mehr für Ebenen erfüllt 
sein, die durch den Mittelpunkt der Gestalt gehen. Für andere Ebenen 
wird sich jedoch der ümriss derselben aus den einfachen Figuren zu- 
sammensetzen, die wir früher theils als holosymmetrische, theils als 
hemisymmetrische der betreffenden Gattung von Ebenen kennen gelernt 
haben, ja der ümriss kann sich auch bloss aus letzteren Figuren zu- 
sammensetzen. Die allgemeinen Gesetze des Ausbleibens der Flächen sind 
ja, wenn wir bloss ein I^nde irgendeiner Axe eines Krystalles betrachten, 
ganz dieselben für Hemisymmetrie und Hemiedrie. Wir können daher 
für gewisse Ebenen, wenn wir bloss den ümriss derselben betrachten, 
im Zweifel sein, ob dieselben einen hemisymmetrischfen oder bloss einen 
hemiedrischen Charakter haben, ein Zweifel, der sich freilich immer 
durch die Betrachtung der physikalischen Eigenschaften der Ebene 
lösen lässt. Man kann aber den wahren Charakter einer solchen Ebene 
auch dadurch ermitteln, dass man parallel dieser Ebene andere in ver- 
schiedenen Abständen vom Mittelpunkte der Krystallgestalt durch die- 
selbe legt, welche Ebenen offenbar alle denselben krystallographischen 
Charakter haben müssen. Zwei Ebenen nun, welche zu beiden Seiten 
des Mittelpunktes der im Gleichgewichte befindlichen Krystallgestalt 
gleich weit von diesem Mittelpunkte abstehen, müssen im Falle der 
Holoedrie gleiche und gleich liegende umrisse haben. Im Falle der 
Hemiedrie werden diese umrisse zwar auch noch gleich sein, aber gerade 
entgegengesetzte Lage haben. Durch zwei solche Ebenen gelingt es 
also, holoedrische hemisymmetrische Ebenen von hemiedrischen holo- 
symmetrischen zu unterscheiden. Kommt man bei der Untersuchung 
der zu einer zweifelhaften Ebene parallelen Ebene auf eine, in deren 
ümriss holoedrische Figuren auftreten, so ist natürlich die Frage nach 
dem Charakter jener Ebene hiedurch schon gelöst. 

Es können natürlich auch hemisymmetrische Ebenen hemiedriscli 
sein; solche Ebenen haben im Allgemeinen nur den vierten Theil der 
Seiten, wie die entsprechenden holoedrischen holosymmetri sehen Ebe- 
nen. Wir haben dieselben im Vorhergehenden nicht berücksichtigt, 
ihre Figuren würden sich aber leicht auf die angegebene Weise fest- 
stellen lassen. 
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Es ist klar, dass der Charakter einer Ebene bekannt ist, sobald 
man den Charakter der Richtungkennt, auf der jene Ebene senkrecht steht. 

Jene Methode der Untersuchung paralleler Ebenen werden wir 
aber auch für solche Ebenen anzuwenden haben, deren ümriss für ver- 
schiedene Unterabtheilungen derselben Klasse von Ebenen möglich ist. 
So kann z. B. das krystallographische gleichseitige Dreieck sowohl 
eine holosymmetrische als auch hemisymmetrische trigonale Ebene 
begrenzen. 

Das was wir bisher über die Erkennung des Charakters einer Ebene 
mit Hilfe der Kenntnisse, die wir uns von den Formen der verschiede- 
nen Ebenen verschafft haben, sagten, setzt immer voraus, dass wir auch 
im Stande sind, gleichwerthige Seiten wirklich als solche zu erkennen* 
Verzichten wir aber auf die Untersuchung der physikalischen Eigen- 
schaften, so bleiben uns als Kriterien gleichwerthiger Seiten nur mehr 
die gleiche oder gerade entgegengesetzte Grösse derselben und das 
gleichzeitige Auftreten derselben. Wir wissen ja, dass gleichwerthige 
Flächen in der Regel auch gleichzeitig und in gleich grosser Entwick- 
lung an einem Krystalle auftreten. Diese Kriterien sind freilich nicht 
immer hinreichend, um die gleichwerthigen Seiten zu erkennen, beson- 
ders in dem Falle der Hemisymmetrie , wo zweierlei gleichwerthige 
Seiten eine scheinbar holosymmetrische Form bilden. Aber auch hier 
kann man bei zweifelhaften Ebenen durch gleichzeitige Untersuchung 
der mit ihr parallelen Ebenen meist zur wahren Kenntnis ihres Cha- 
rakters gelangen. Bei der Auffindung gleichwerthiger Seiten hat man 
natürlich solche parallele Seiten mit einer Grösse von 90® immer ausser 
Acht zu lassen, da, wie wir gesehen, a priori eben so viel Wahrschein- 
lichkeit vorhanden ist, dass jene Seiten keine gleichwerthigen sind. 

$. 33. Symmetrieverhältnisse der Ecken der Krystalle. 

Auch die Symmetrie, die wir in der Anordnung der Flächen und 
Kanten an den Ecken eines Krystalles wahrnehmen, gestattet einen 
Schluss auf das System, in welches derselbe gehört; denn die Sym- 
metrie der Ecken ist ja natürlich auch abhängig von der Anzahl und 
Vertheilung der Symmetrieebenen. Zur Beurtheilung der Symmetrie 
eines Eckes haben wir uns die Flächen desselben so angeordnet zu den- 
ken, dass gleichwerthige gleich weit von einem und demselben Punkte 
O abstehen, und keine einspringenden Winkel gebildet werden. Ver- 
binden wir nun die Spitze des Eckes mit jenem Punkte O, so wird von 
dem krystallographischen Charakter dieser Linie, die wir die Axe des 

9 
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Eckes nennen wollen, wesentlich anch die Anordnung der Flächen 
dieses Eckes abhängen müssen, gerade so, wie auch der Umriss des 
Schnittes, der senkrecht zu dieser Linie durch den Krystall gefuhrt 
wird, durch den Charakter dieser Linie bestimmt ist. Wenn wir nun 
zwischen einfachen, zweiz&hligen , dreizäUigen u. s. f. Ecken unter- 
scheiden, je nachdem sie bloss von einerlei oder verschiedenen gleich- 
werthigen Flächen gebildet werden, so ist klar, dass dem entsprechend 
die Schnitte senkrecht zu den Axen solcher Ecken auch von einer, 
zwei, drei Arten von Seiten begrenzt sein müssen, insoferne näm- 
lich keine anderen Flächen als die, welch«» das Eck bilden, daran vor- 
kommen. Um das Letztere zu erreichen, brauchen wir ja nur den Schnitt 
nahe genug an dem betreffenden Ecke durch den Krystall zu führen. 

Die Kanten einfacher Ecken entsprechen nicht etwa nothwen- 
digerweise gleichwerthigen Richtungen, diess wird nur dann der Fall 
sein, wenn Ebenen, die zu diesen Kanten senkrecht sind, wirklich mit 
Bezug auf die Axe des Eckes gleichwerthig sein müssen. Andererseits 
können aber die Kanten zweizähliger Ecken alle unter sich gleich- 
werthig sein. 

Aus dem Gesagten ergibt sich, dass wir, um uns eine Vorstellung 
von den Symmetrieverhältnissen der verschiedenen Arten von Ecken 
zu bilden, nur in den Figuren des vorhergehenden Paragraphes, welche 
uns die verschiedenen Arten von Ebenen repräsentiren, die Ecken 
derselben mit dem Punkte O durch Linien zu verbinden brauchen. 
Diese Linien werden uns die Kanten eines Eckes repräsentiren müssen, 
dessen Spitze in den Punkt O fällt und das so vielzählig ist , als von 
verschiedenen Seiten der betreffende Umriss begrenzt wird. Auch wird 
sich leicht erkennen lassen, welche von den Kanten, in Folge der um 
die Normale jenes Schnittes herrschende Symmetrie gleichwerthigen 
Richtungen entsprechen müssen. 

Wir werden also triklinische, monoklinische, rhombische, tetra- 
gonale, trigonale und hexagonale Ecken haben, die wieder in holosyin- 
metrische und hemisymmetrische zerfallen. Alle diese Ecken werden 
wir mit Hilfe der zu ihren Axen senkrecht geführten Schnitte erkennen, 
insbesondere werden wir dadurch auch die wirklich hemisymmetrischen 
Ecken von den bloss holoediisch ausgebildeten nach den im §. 32 Ge- 
sagten unterscheiden können. Es erscheint daher auch überflüssig, hier 
wie bei den Schnitten die verschiedenen Arten einfacher und zweizähliger 
Ecken aufzuzählen, und wir beschränken uns auf folgende Beispiele : 

Die Figuren 48, 54, 76 geben uns nämlich unter Anwendung der 
angegebenen Methoden folgende Ecken: 
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Fig. 91, ein rhombisches Eck, welches vierflächig und zweizählig 
ist; die vier Kanten desselben entsprechen ofi^enbar gleichwerthigen 
Richtongen. 

Fig 92, ein tetragonales Eck, und zwar ein achtflächiges ein- 
faches Eck, von dessen 8 Kanten aber nur je vier abwechselnde gleich- 
werthig sind. 

Fig. 93, ein hemitrigonales Eck, welches sechsflächig und zwei- 
zählig ist, indem nur die abwechselnden Flächen gleichwerthig sind; 
ebenso entsprechen von den 6 Kanten nur je 3 abwechselnde gleich- 
werthigen Richtungen. 

§. 34. Einfluss der Temperatur auf die Lage der Flächen der Krystalle. 

Wie das im 8. 26 entwickelte Gesetz der Symmetrie lehrt, ist von 
allen physikalischen Eigenschaften der Krystalle besonders das Ver- 
halten derselben gegen Aenderungen der Temperatur für die Krystal- 
lographie von Wichtigkeit. Wir wollen daher auch dieses Verhalten 
hier noch etwas näher in Betracht ziehen. 

Zuvörderst bemerken wir, dass, wie diess auch schon im Vorher- 
gehenden immer vorausgesetzt wurde, das Gesetz der Rationalität der 
Indices för die Flächen eines Krystalles bei jeder Temperatur desselben 
gelten muss, wenigstens insolange, als durch dieselbe der Zusammenhang 
der einzelnen Theilchen des Krystalles nicht gestört wird. Freilich sind 
die Beobachtungen, auf welche sich das erste Hauptgesetz stützt, nur 
bei Temperaturen angestellt, die innerhalb enger Grenzen liegen. Be- 
rücksicht man aber, dass diese Temperaturen, für welche das Gesetz 
sich immer als richtig erwies, sehr verschieden weit entfernt sind von 
jenen Punkten, bei denen sich die verschiedenen untersuchten Krystalle 
gebildet haben, so ergibt sich hieraus wohl die allgemeine Giltigkeit des 
folgenden Satzes: 

I. „Die Krystalle sind bei jeder Temperatur, bei der sie als solche 
bestehen können, dem Gesetze der Rationalität der Indices unter- 
worfen.^ 

Eine zweite hieher gehörige , wichtige Eigenschaft der Krystalle 
ist die, der zufolge die Aenderungen, welche die Lage der Flächen 
eines Krystalles bei Aenderungen der Temperatur erfährt, stetig vor 
sich gehen, so also, dass auch bei der kleinsten Zu« oder Abnahme der 
Temperatur, die gegenseitige Lage der Flächen eine entsprechende 
kleine Aenderung erfährt. Diese Eigenschaft der Krystalle ist durch 
^ie Erfahrung allerdings auch wieder nur innerhalb gewisser Tempe- 
raturen nachgewiesen, mit Bezug auf die letzteren gilt aber offenbar 
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auch hier die bei dem ersten Satze gemachte Bemerkung. Aach steht 
diese Eigenschaft der Krystalle in innigem Zusammenhange mit dem 
Verhalten unkrystallisirter Körper gegen Aenderungen der Temperatur; 
die Ausdehnung der gewöhnlichen Körper durch die Wärme geschieht 
ja auch stetig, ebenso wie deren Zusammenziehung. Der Umstand 
jedoch, dass dem Gesagten zufolge die Neigung zweier Krystallflächen 
sich nicht sprungweise, sondern stetig mit der Temperatur ändert, 
schliesst nicht aus, dass ein solcher Winkel sich gar nicht ändere, falls 
die Symmetrieverhältnisse des betre.ffenden Krystalles bei jeder Tem- 
peratur denselben Werth für jene Neigung fordern. Mit Rücksicht 
hierauf können wir also folgenden Erfahrungssatz aussprechen : 

II. „Die Neigung je zweier Flächen eines Krystalles ändert sich 
stetig mit der Temperatur, es sei denn, dass dieser T^inkel in Folge 
der Hanptschnitte des Krystalles einen konstanten Werth haben muss.^ 

Da sich die Lage jeder Fläche P eines Krystalles sowohl bloss 
durch die Winkel zwischen Flächen dieses Krystalles, als auch durch 
ihre Indices bestimmen lässt, so muss es immer möglich sein, die Indices 
von P durch jene Winkel auszudrücken und umgekehrt. Dem vorher- 
gehenden Satze zufolge ändern sich aber jene Winkel stetig mit der 
Temperatur, und es werden daher auch di^ bloss von jenen Winkeln 
abhängenden Indices der Fläche P sich stetig ändern müssen, falls sie 
nicht etwa konstant sind. Die Indices der Fläche P müssen sich aber 
auch bei jeder Temperatur wie rationale Zahlen verhalten, da ja dem 
ersten Satze dieses Paragraphes zufolge das Gesetz der Rationalität der 
Indices bei jeder Temperatur gilt. Eine Zahl kann sich aber nicht 
stetig ändern und dabei immer rational sein, es bleibt daher nur übrig 
anzunehmen, dass die Indices der Fläche P konstant sind. Diess gibt 
uns den Satz : 

in. „Für jede Krystallfläche ist das Verhältnis ihrer Indices un- 
abhängig von der Temperatur." 

Es ist klar, dass in Folge dieses Satzes drei Flächen, die bei 
einer gewissen Temperatur in einer Zone liegen, überhaupt bei jeder 
Temperatur tautozonal sein müssen. Letzteren Satz hat man das Gesetz 
der Erhaltung der Zonen genannt, und es ist einleuchtend, dass das- 
selbe mit Satz III identisch ist. Weitere Folgerungen ergeben sich aber 
aus dem Satze II, wenn wir isoschematische Krystalle in Betracht zie- 
hen; so können wir gleich sagen: 

IV. „Ist ein Krystall bei jeder Temperatur isoschematisch nach 
einer seiner Flächen , so gibt es an diesem Krystalle eine mögliche 
Zone, die bei jeder Temperatur auf jener Fläche senkrecht steht." 
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Aus dem §. 22 geht nämlich hervor, dass jedenfalls bei jeder 
Temperatur immer eine Zone möglich sein mass, die senkrecht ist zu 
jener Fläche, P etwa. Betrachten wir z. B. die Temperatur t^ bei der 
gerade die Zone Z senkrecht ist zu P, und nehmen wir jetzt an, die 
Temperatur ändere sich um die geringe Grösse t, so wird bei der 
Temperatur < -j- * J^*^^ ^^^^ 2one Y etwa senkrecht stehen auf P. Die 
Lage der Zone Z wird sich hiebei dem Satze II zufolge etwas wenig 
geändert haben, und es ist klar, dass diese Aenderung desto geringer 
ist, je kleiner wir t wählen. Nehmen wir also an, % wäre unendlich 
klein, so werden auch die Lagen der Axen der Zonen Z jind Y und 
daher auch die Indices dieser Zonen unendlich wenig von einander 
verschieden sein. Wir wissen aber, dass auch die Indices einer Zone 
sich dem ersten Hauptgesetze zufolge wie rationale Zahlen verhalten, 
was nach Satz I offenbar bei jeder Temperatur stattfinden muss. Die 
Indices der beiden Zonen Z und 7, die sich nur unendlich wenig von 
einander unterscheiden, werden sich also doch wie rationale Zahlen 
verhalten müssen, diess ist aber für beide Zonen zu gleicher Zeit un- 
möglich, woraus hervorgeht, dass unsere Voraussetzung eine unrichtige 
ist, und dass also die Zone Z während der geringen Temperatur- 
änderung X seine Lage nicht ändert. Da wir aber jede Aenderung der 
Temperatur uns durch successive kleine Aenderangen hervorgebracht 
denken können, so ist somit der aufgestellte Satz allgemein bewiesen. 

V. „Ist ein Krystall bei jeder Temperatur isoschematisch nach 
zwei seiner Flächen, so ist die Neigung dieser zwei Flächen unabhängig 
von der Temperatur.^ 

Nennen wir nämlich den Neigungswinkel der zwei Flächen 9, so 
würde, wenn' für diesen Winkel der ausgesprochene Satz nicht gälte, 
dem Satze II zufolge fp sich wenigstens stetig mit der Temperatur 
ändern müssen; dasselbe würde aber offenbar auch mit dem Verhält-, 
nisse der Sehne dieses Winkels zum Halbmesser statthaben. Aus dem 
§.20 folgt jedoch, dass letzteres Verhältnis auch immer von der Form 

y 2 — |/m^sein muss, wo m eine rationale Zahl bedeutet. Diese Be- 
dingung für m macht es aber unmöglich, dass der Ausdruck 1/2 — \/ni 
sich stetig ändere; es muss vielmehr der Winkel tp wirklich kon- 
stant sein. 

Aus dem letzteren Satze folgt unmittelbar, dass, wenn ein Kry- 
stall bei jeder Temperatur isoschematisch ist nach zwei Flächen P, Q, 
dienichtauf einander senkrecht stehen, die Lage aller möglichen Flächen 
der Zone PQ, von der Temperatur unabhängig ist, denn nach §.23 ist 
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ein solcher Krystall auch isoschematisch nach jeder möglichen Fläche 
der Zone PQ, so dass sich auf je zwei Flächen dieser Zone der Satz V 
anwenden lässt. 

Man kann nun leicht für jedes Krystallsystem diejenigen Nei- 
gungswinkel angeben, welche sich nicht mit der Temperatur ändern; 
im triklinischen Systeme ist freilich gar kein Winkel konstant, da 
es ja in diesem Systeme auch keinen Hauptschnitt gibt. 

Im monoklinischen Systeme, welches einen Hauptschnitt 
besitzt, ändern alle Flächen, welche senkrecht auf diesem Haupt- 
schnitte stehen, ihre Neigung zu demselben nicht. Die Neigungen dieser 
Flächen unter einander, sowie alle übrigen Neigungswinkel sind jedoch 
natürlich nicht konstant. 

Im rhombischen Systeme mit 3 zu einander senkrechten Haupt- 
schnitten ist der Winkel zweier zu einander senkrechten Flächen konstant, 
wenn wenigstens eine der letzteren parallel einem Hauptschnitte ist. 

Tetragonale und hexagonale Krystalle haben einen Haupt- 
schnitt, der senkrecht ist zu 4, beziehungsweise 6 tautozonalen Haupt- 
schnitten (die Aequatorialzone). Solche Krystalle sind natürlich bei 
jeder Temperatur isoschematisch nach jeder Fläche der Aequatorial- 
zone. Von der Temperatur unabhängig ist die Neigung jeder Fläche 
der Aequatorialzone zu jeder anderen Fläche dieser Zone und zu dem 
auf dieser Zone senkrecht stehenden Hauptschnitte. 

Tesserale Krystalle sind, da es unter ihren 9 Hauptschnitten 
solche drei gibt, von denen nur zwei auf einander senkrecht stehen, 
bei jeder Temperatur isoschematisch nach jeder ihrer möglichiBn Flä- 
chen; es ist also die Neigung je zweier Flächen in diesem Systeme von 
der Temperatur unabhängig, somit die Lage aller Flächen eine kon- 
stante. Diess geht auch daraus hervor, dass alle fünf Elemente in die- 
sem Systeme durch die Hauptschnitte vollkommen bestimmt werden. 

Dieses sind also die in den verschiedenen Krystallsystemen von der 
Temperatur unabhängigen Neigungswinkel. Dieselben lehren, dass 
triklinische Krystalle nach gar keiner Fläche bei jeder Temperatur 
isoschematisch sein können, dass raonoklinische und rhombische 
Krystalle nur nach ihren Hauptschnitten , hexagonale und tetra- 
gonale nur nach jeder Fläche der Aequatorialzone und nach dem 
dazu senkrechten Hauptschnitte bei jeder Temperatur isoschematisch 
sind. Denn gäbe es füi' irgend einen Krystall noch andere solche Flä- 
chen, so müssten an demselben nach Satz 11 und V Neigungswinkel 
konstant sein, die in der vorhergehenden Aufzählung nicht enthalten 
sind, und die sich daher in Wirklichkeit mit der Temperatur ändern. 
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Hiedurch wird aber auch ein Bedenken gelöst, welches mit Bezug 
auf das im §. 26 aufgestellte Gesetz der Symmetrie erhoben werden 
kann. Aehnlich wie wir bei dem ersten Hauptgesetze erst dessen geo- 
metrische Möglichkeit nachzuweisen hatten, bevor wir die allgemeine 
Giltigkeit desselben annehmen konnten, so hat man bei dem zweiten 
Hauptgesetze dessen physikalische Möglichkeit in Betracht zu ziehen. 
Hier entsteht nämlich die Frage, ob denn wirklich die Hauptschnitte 
eines Krystalles immer einen charakteristischen Flächenkomplex des- 
selben bilden müssen, d. h. ob an einem Krystalle nicht mehr Flächen 
vorkommen können, mit Bezug auf welche derselbe bei jeder Tempe- 
ratur isoschematisch ist und die isoschematisch mit Bezug auf sich 
selbst sind, als die Anzahl seiner Hauptschnitte beträgt, d. i. der 
Flächen, nach denen' der Krystall entweder holo- oder hemisymme- 
trisch ist. 

Dass diess für tesserale Krystalle unmöglich ist, sieht man schon 
auf den ersten Blick, indem ja, wie wir gesehen , mehr als neun Kry- 
stallflächen überhaupt nicht isoschematisch mit Bezug auf sich selbst 
sein können. Aber auch für die übrigen Systeme ergibt sich die Un- 
möglichkeit leicht aus dem vorher Gesagten; triklinische Krystalle 
sind ja nach gar keiner Fläche, monoklinische und rhombische nur nach 
ihren Hauptschnitten bei jeder Temperatur isoschematisch. Tetragonale 
und hexagonale Krystalle sind zwar nach einer unbegrenzten Anzahl 
von Flächen bei jeder Temperatur isoschematisch, diese liegen aber 
alle in einer Zone mit Ausnahme einer einzigen zu dieser Zone senk- 
rechten Fläche (2^. Unter diesen Flächen lassen sich offenbar keine 
neun nachweisen, deren Anordnung dem Symbole in9 entspräche. Zu 
jeder Fläche P der tautozonalen Flächen sind aber nach §• 20 , je 
nachdem der Krystall tetragonal oder hexagonal ist, beziehungsweise 
drei oder fünf Flächen in derselben Zone möglich, die mit den Flächen 
P und T einen nach HS, beziehungsweise 117 angeordneten Komplex 
bilden ; anmöglich aber ist, dass in einer Zone zu gleicher Zeit nach 
n5 und n7 angeordnete Flächen vorkommen ($. 21). Hiermit ist also 
gezeigt, dass auch an tetragonal en und hexagonalen Krystallen nicht 
mehr als fünf, beziehungsweise sieben Flächen vorhanden sein können, 
die isoschematisch mit Bezug auf sich selbst sind und nach denen die 
Krystalle isoschematisch bei jeder Temperatur wären. 

Aus den bisherigen Betrachtungen lernen wir aber auch, dass bei 
der Aufsuchung der charakteristischen Flächenkomplexe eines Kry- 
stalles uns nur folgende Fälle aufstossen können. Ein Krystall kann 
nämlich bei jeder Temperatur^ isoschematisch sein: 



— 138 — 

1. nach gar keiner Fläche — triklinisches System; 

2. nach einer einzigen Fläche, dann ist diese Fläche ein Hanpt- 
schnitt und der Krystall monoklinisch; 

3. nach drei zu einander senkrechten Flächen , welche wieder 
Hauptschnitte sind und den Krystall als einen rhombischen cha- 
rakterisiren; 

4. nach allen Flächen einer Zone und der dazu senkrechten Fläche 
Wj wobei in dieser Zone zu jeder Fläche eine gegen sie unter 45® ge- 
neigte möglich ist; ein solcher Krystall ist ein tetragonaler und die 
Fläche W dpr zur Aequatorialzone senkrechte Hauptschnitt desselben ; 

5. nach allen Flächen einer Zone und der dazu senkrechten Fläche 
T, wobei in dieser Zone zu jeder Fläche eine gegen sie unter 60® ge- 
neigte möglich ist; die Fläche Tist dann der zur Aequatorialzone des 
hexagonalen Krystalles senkrechte Hauptschnitt ; 

6. nach allen seinen Flächen, was bei den tesseralen Krystallen 

stattfindet. 

\ 

§. 35. Schlussbetrachtungen über die Symmetrie der physikalischen 
Eigenschaften der Krystalle. 

Nach den Betrachtungen des vorhergehenden Paragraphes wollen 
wir, ohne auf die Untersuchung der weiteren physikalischen Eigen- 
schaften der Krystalle näher einzugehen, nur noch zum Schlüsse dieses 
Kapitels einige der Gesetze angeben, welche sich fär diese Eigenschaften 
unmittelbar aus den bisher angestellten Betrachtungen über die Sym- 
metrieverhältnisse der Krystalle ergeben. Wir werden hiedurch auch 
noch klarer die Bedeutung erkennen, welche dem „Gesetze der Symme- 
trie" für das Studium der Krystalle zukömmt. 

Betrachten wir vorerst die körperliche Beschaffenheit 
der Krystall flächen. Finden wir z. B., dass eine Fläche durch ihre 
Rauhigkeit sich konstant an allen Krystallen irgend einer Verbindung 
bemerkbar macht, so muss diess dem zweiten Hauptgesetze zufolge 
auch für alle Flächen der Fall sein, die mit der ersteren gleichwerthig 
sind. Dasselbe gilt natürlich auch für gekrümmte oder gestreifte Flä- 
chen. Was die letzteren betrifft, so wird die Streifung einer Fläche 
selbst im Einklänge mit der Symmetrie dieser Fläche sein müssen. Es 
ist z. B. ganz unmöglich, dass eine trigonale Fläche eine Streifung 
nach einer einzigen ihrer Richtungen zeige, sondern eine solche Fläche 
muss wenigstens analoge Streifungen nach drei Richtungen wahrnehmen 
lassen, und diess nur , wenn die Streifung parallel den Tracen der 
Hauptschnitte ist oder wenn nach letzteren bloss Hemisymmetrie statt- 
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findet. Im Falle der Holosytnmetrie hat ja eine trigonale Fläche im 
Allgemeinen sechs gleichwerthige Richtungen. Eine rhombische Fläche 
kann bloss nach einer Richtung gestreift sein, wenn diess die Trace 
einer der zwei Hauptschnitte ist, die senkrecht auf der rhombischen 
Fläche stehen; soll aber eine tetragonale Fläche nur nach einer Rich- 
tung gestreift sein, so ist diess nur möglich, wenn dieselben einen 
hemisymmetrischen Charakter hat. Ohne weitere Beispiele anzufahren, 
geht aus dem Gesagten hervor, dass man schon oft durch die blosse 
Streifung der Flächen eines Krystalles den holo- oder hemisymmetri- 
schen Charakter desselben ermitteln kann. 

Aehnlicbe Verhältnisse finden wir bei der Untersuchung der Härte, 
welche Flächen oder beliebige Schnitte eines Krystalles nach verschie- 
denen Richtungen hin aufweisen. Schneiden wir nämlich auf den durch 
denselben Punkt gezogenen Richtungen einer solchen Fläche von diesem 
Punkte aus Stücke ab, die proportional der nach der entsprechenden 
Richtung beobachteten, mit einem bestimmten Masse gemessenen Härte 
sind und verbinden die Endpunkte dieser Stücke durch eine kontinuir- 
liche Kurve, so wird letztere eine Symmetrie aufweisen müssen, die im 
Einklänge ist mit der. Anzahl und Anordnung der Hauptschnitte, welche 
auf der untersuchten Fläche senkrecht stehen* So kann z. B. Fig. 94 
die Härtekurve auf einer trigonalen Ebene mit holosymmetrischem Cha- 
rakter, Fig. 95 oder 96 aber die fär derartige rhombische Ebenen vor- 
stellen; für triklinische Ebenen wird die Gestalt der Härtekurve na- 
türlich eine ganz unsymmetrische sein. 

Ganz dieselben Bemerkungen müssen auch für die Kurven gelten, 
welche uns die Leitungsfähigkeit für Wärme nach den einzelnen 
Richtungen der Ebene eines Krystalles angeben. Wirklich ausgeführte 
Untersuchungen haben aber gelehrt, dass in diesem Falle die Kurven 
immer Ellipsen werden, die in speziellen Fällen natürlich auch Kreise 
sein können. Für eine solche Ellipse kann es sich aber ersichtlich nur 
darum handeln, anzugeben, welches in Folge der Symmetrieverhältnisse 
einer Ebene die Lage der Hauptaxen sein muss. 

Für triklinische Ebenen können wir natürlich in Folge der man- 
gelnden Symmetrie gar nichts über die Lage der Hauptaxen der Wärme- 
leitnngs-Ellipse aussagen. Bei holosymmetrischen rhombischen Ebenen 
jedoch werden die Axen der Ellipse mit den Tracen der Hauptschnitte 
zusanunenfallen müssen, im Falle der Hemisymmetrie aber auch wieder 
jede beliebige Lage haben können. 

Mit der Symmetrie der holo- und hemisymmetrischen trigonalen, 
hexagonalen und tetragonalen Ebenen (die hemisymmetrischen tetra- 
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gonalen Ebenen ausgenommen) lässt sich aber eine Ellipse nur dann 
in Einklang bringen, wenn ihre Axen gleich lang werden und sie also in 
einen Kreis übergeht. Auf solchen Ebenen eines Krystalles wu:d sich 
daher die Wärme nach allen Richtungen gleich schnell fortpflanzen 
müssen. Allein ausser diesen Daten lässt sich noch mehr über die Lage 
der Wärmeleitungskurven durch den Umstand angeben, dass sie nur 
Ellipsen oder Kreise sind. Wie wir nämlich bei Richtungen, die in einer 
Ebene liegen, die Wärmeleitungsfähigkeit durch Kurven darstellen, so 
werden wir für alle Richtungen eines Krystalles eine Oberfläche er- 
halten, welche in beliebiger Richtung geschnitten ofi'enbar die diesem 
Schnitte entsprechende Wärmeleitungskurve g^ben muss. Da nun diese 
Kurven nur Ellipsen sein können, so folgt hieraus, dass jene Ober- 
fläche im Allgemeinen ein Ellipsoid sein muss ; die Lage der Haupt- 
schnitte desselben wird aber natürlich auch durch die Symmetrie des 
betreffenden Krystalles bedingt sein. In dem tesseralen Systeme werden 
dieselben offenbar parallel sein müssen mit den Durchschnitten der drei 
zu einander senkrechten Hauptschnitte. Diese drei Hauptschnitte sind 
aber gleichwerthig, also müssen auch ihre Durchschnitte mit dem 
Wärmeleitungsellipsoid alle einander gleich sein. Diess ist aber nur 
möglich, wenn das Ellipsoid in eine Kugel übergeht. Die Wärmelei- 
tungsfahigkeit ist daher dieselbe für alle Richtungen eines tesseralen 
holo- oder hemisymmetrischen Krystalles, und die Wärmeleitungs- 
kurve auf allen Ebenen desselben ein Kreis. 

Im tetragonalen Systeme werden die Axen des Ellipsoides eben-, 
falls mit den Durchschnitten dreier Hauptschnitte zusammenfallen müs- 
sen, die auf einander senkrecht stehen. 

Von solchen drei Hauptschnitten sind aber im tetragonalen Sy- 
steme zwei gleichwerthig, daher das Ellipsoid ein Rotationsellipsoid 
wird, dessen ümdrehungsaxe mit der morphologischen Axe dieses Sy- 
stemes zusammenfällt. Senkrecht zu dieser Axe wird sich daher die 
Wärme nach jeder Richtung gleich schnell fortpflanzen. Die Wärme- 
leitungskurve wird daher auf ein er Ebene senkrecht zur morphologischen 
Axe ein Kreis sein, was mit dem über tetragonale Ebenen Gesagten 
übereinstimmt. Für jede andere Ebene wird die Kurve eine Ellipse, 
deren Axen beziehungsweise parallel und senkrecht zu einer Ebene 
sind, die durch die Normale der betrachteten Ebene und die morpholo- 
gische Axe geht. 

Für das hexagonale System wird dasselbe gelten, da in diesem 
Falle das Ellipsoid sogar mit drei tautozonalen Hauptschnitten die- 
selben Durchschnitte bilden soll. 
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Im rhombischen Systeme werden die Axen des Wärmeleitungs- 
ellipsoides ersichtlich ebenfalls parallel den Durchschnitten der drei zu 
einander senkrechten Hauptschnitte sein müssen. 

Im monoklinischen Systeme wird eine Axe des Ellipsoids senk- 
recht zu dem einen Hauptschnitte sein müssen, der also parallel den 
beiden anderen Axen ist. 

Für das triklinische System lässt sich natürlich gar nichts über 
die Lage der Axen des Wärmeleitungs - Ellipsoides von vornherein 
angeben. 

Genau dasselbe, was wir hier von der Wärme gesagt haben, gilt 
aber auch mit Bezug auf Leitungsfähigkeit der Krystalle für die Elek- 
trizität. In beiden Fällen ist es überflüssig, zu bemerken, dass für 
gleichwerthige Ebenen und Richtungen die Leitungsfähigkeit dieselbe 
sein muss. 

Aehnliche Verhältnisse finden auch für das para- und dia- 
magnetische Verhalten des Krystalle statt, welches wir ebenfalls 
durch ein Ellipsoid repräsentiren können. 

Gehen wir zur Betrachtung der Lichterscheinungen über: 
Nach jeder Richtung eines Krystalles findet im Allgemeinen Doppel- 
brechung statt, indem das Licht sich nach jeder solchen Richtung 
in zwei linearpolarisirte Strahlen mit ungleicher Geschwindigkeit fort- 
pflanzt, wobei jedoch die Schwingungsrichtungen dieser zwei Strahlen 
immer senkrecht zu einander sind. Trägt man sich von einem Punkte 
im Inneren eines Krystalles nach den verschiedenen Richtungen desselben 
die entsprechenden Fortpflanzungsgeschwindigkeiten der zwei Licht- 
strahlen auf, und verbindet die Endpunkte dieser Längen durch eine 
stetige Oberfläche, so erhält man die sogenannte Wellen fläche. Es 
ist dieser Konstruktion zufolge klar, dass die Wellenfläche im Allge- 
meinen von jeder durch ihren Mittelpunkt gezogenen Geraden zu beiden 
Seiten desselben in zwei Punkten geschnitten wird, und dass dieselbe 
daher aus zwei Schichten bestehen wird. Das Studium der Wellenfläche 
hat aber ergeben, dass dieselbe immer symmetrisch nach drei Ebenen 
ist, die auf einander senkrecht stehen, und die man die Hauptschnitte 
der Wellenfläche oder auch die optischen Hauptschnitte des 
Krystalles nennt. Der Durchschnitt der Wellenfläche mit jedem opti- 
schen Hauptschnitte ist aber eine Ellipse und ein Kreis, welche also 
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit für Richtungen angeben, die pa- 
rallel den betrefi^enden Hauptschnitten sind. Die zwei Schwingungs- 
ebenen, welche den beiden Strahlen einer solchen Richtung entspre- 
chen, sind beziehungsweise parallel und senkrecht den betrefl*endea 
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optischen Hauptschnitten. Die Halbaxen der Ellipse und des Radius 
des Kreises, in welchen Kurven die Wellenfläche einen ihrer Haupt- 
schnitte schneidet, sind aber drei Grössen, die sich auch für die andern 
zwei Hauptschnitte, nur anders kombinirt, wiederholen. Die ganze 
Wellenfläche hängt überhaupt nur von diesen drei Grössen ab. 

Bei der Wellenfläche haben wir zwei spezielle Fälle zu betrachten. 
Der erste ist der, wenn dieselbe mit zwei optischen Hauptschnitten 
die gleichen Durchschnitte bilden soll. Die Wellenfläche zerfällt alsdann 
in ein Rotations-Ellipsoid und in eine Kugel, welch' letztere das EUip- 
soid in dem Endpunkte der Rotationsaxe berührt. Diese Axe ist na- 
türlich die Durchschnittslinie jener zwei gleichen Hauptschnitte. Es 
wird aber überhaupt in diesem Falle ersichtlich jede durch die Rota- 
tionsaxe gelegte Ebene dieselben Durchschnitte mit der Wellenfläche 
bilden, daher auch jede solche Ebene als optischer Hauptschnitt auf- 
zufassen ist. Längs der Rotationsaxe wird keine Doppelbrechung statt- 
finden, für alle Richtungen aber, die denselben Winkel mit der Rota- 
tionsaxe bilden, die Fortpflanzungsgeschwindigkeit jedes Strahles einen 
konstanten Werth haben. Die Schwingungsebenen der zwei Strahlen, 
die einer beliebigen Richtung entsprechen, werden offenbar beziehungs- 
weise senkrecht und parallel zu der Ebene sein müssen, die durch die 
zagehörige Richtung und die Rotationsaxe geht; diese Ebene ist ja 
ein optischer Hauptschnitt. 

Der zweite spezielle Fall ist der, in welchem die Durchschnitte 
der Wellenfläche mit allen drei Hauptschnitten dieselben sind. Die 
Wellenfläche muss alsdann in eine 'blosse Kugel übergehen. In diesem 
Falle wird daher nach keiner Richtung Doppelbrechung stattfinden, und 
das Licht sich überall hin mit gleicher Geschwindigkeit in unpolarisirten 
Strahlen fortpflanzen, d. h. der betreffende Krystall wird ein gewöhn- 
licher, einfach brechender Körper sein. Diese zwei speziellen Fälle der 
Wellenfläche müssen nun wirklich an Krystallen vorkommen, indem ja 
die Lage der optischen Hauptschnitte auch durch die allgemeinen Sym- 
raetriegesetze der Krystalle bestimmt wird. 

Bei triklinischen Krystallen wird man freilich von vornherein 
nichts über die Lage der Hauptschnitte der Wellenfläche aussagen 
können; bei solchen Krystallen wird auch die Lage der optischen 
Hauptschnitte für verschiedenfarbiges Licht eine andere sein können, 
was auch mit der Beobachtung übereinstimmt, welche uns lehrt, dass 
die optischen Hauptschnitte immer nahe an einander liegen. 

Bei monoklinischen Krystallen wird jedoch schon einer der opti- 
schen Hauptschnitte mit dem krystallographiscben, und zwar für alle 



— 143 — 

Farben zasammenfallen müssen, sollen eben die Erscheinungen der 
Doppelbrechung dieselbe Symmetrie wie die krystallographischen Ver- 
hältnisse solcher Krystalle zeigen. 

Für rhombische Krystalle wird offenbar die Lage der Wellen- 
fläche eine solche sein müssen, dass jeder ihrer Hauptschnitte für alle 
Farben des Lichtes mit einem krystallographischen Hauptschnitte zu- 
sammenfällt. 

Auch für tetragonale und hexagonale Krystalle werden die opti- 
schen Hauptschnitte mit drei der krystallographischen zusammenfallen 
müssen, damit ist aber der Symmetrie dieser Krystalle noch nicht 
Genüge geleistet; es wird vielmehr für die Wellenfläche solcher Kry- 
stalle der erste der früher erwähnten speziellen Fälle eintreten müssen. 
Dieselbe wird in ein Rotations-Ellipsoid und in eine dasselbe berüh- 
rende Kugel zerfallen, so zwar, dass die Rotationsaxe für alle Farben 
parallel der Axe der Aequatorialzone solcher Krystalle wird. Die Ge- 
setze der Lichtbewegung im Inneren solcher Krystalle ergeben sich 
unmittelbar aus dem schon früher Gesagten. 

Bei tesseralen Krystallen endlich werden die Hauptschnitte der 
Wellenfläche für alle Farben mit den di'ei krystallographischen Haupt- 
schnitten zusammenfallen müssen, die auf einander senkrecht stehen. 
Die optischen Hauptschnitte werden aber auch alle drei identisch die- 
selben sein müssen, soll auch der Symmetrie nach den übrigen der 
krystallographischen Hauptschnitte genügt werden; diess bedingt, dass 
die Wellenfläche eine Kugel wird. Tesserale Krystalle werden sich 
daher rücksichtlich der Lichtbrechung gar nicht von gewöhnlich unkry- 
stallisirten Substanzen unterscheiden. 

Wir wollen jetzt noch den Durchgang des Lichtes durch eine aus 
zwei parallelen Ebenen gebildete Krystallplatte betrachten, und zwar 
in dem Falle, wo das Licht senkrecht zu einer dieser Ebenen auffällt. 
Beim Eintritte in die Krystallplatte wird das Licht im Allgemeinen 
in zwei Strahlenbündel zerlegt, die beim Austritte aus der zweiten 
Ebene wieder ihrer ursprünglichen Richtung parallel werden , und also 
senkrecht zur zweiten Ebene wieder in die Luft austreten. Diese zwei 
Strahlenbündel sind senkrecht zu einander polarisirt, die Tracen, welche 
ihre Schwingungsebenen auf der Austrittsebene jeder Krystallplatte 
bilden, wollen wir kurz die optischen Hauptschnitte jener 
Ebene nennen, dieselben stehen natürlich immer aufeinander senkrecht. 

Es ist klar, dass die Lage der optischen Hauptschnitte einer 
Ebene wiederum von der für diese Ebene stattfindenden Symmetrie 
abhängt. 
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Indem wir die trikliDischen Ebenen übergehen, wo für die Lage der 
optischen Hanptschnitte nichts von vornherein bestimmt werden kann, 
sehen wir, dass auf monoklinischen Ebenen einer der optischen Haapt- 
schnitte far alle Farbenxmit der Trace des krystallographischen Haupt- 
schnittes parallel sein muss; der andere optische Hauptschnitt wird 
natürlich dann senkrecht zur letzteren Richtung sein. 

Bei rhombischen Ebenen ist jeder optische Hauptschnitt für alle 
Farben des Lichtes parallel der Trace eines krystallographischen 
Hauptschnittes. 

Durch Platten begrenzt von trigonalen und hexagonalen Ebenen 
kann jedoch keine Doppelbrechung stattfinden, da sich zwei zu einander 
senkrechte Richtungen nicht mit der Symmetrie derselben vertragen. 
Das Gleiche gilt von tetragonalen Ebenen, da ja die beiden senkrechten 
optischen Hauptschnitte derselben Strahlensystemen angehören, die im 
Innern des Krystalles verschiedene Geschwindigkeit haben. 

Bei tesseralen Krystallen kann jedoch, wie wir gesehen, nach 
keiner Richtung Doppelbrechung stattfinden , daher für jede Ebene 
solcher Krystalle die Frage nach deren Hauptschnitte wegfällt. 

Für tetragonale und hexagonale Krystalle lässt sich aber auch für 
triklinische Ebenen die Lage der optischen Hauptschnitte bestimmen; 
letztere werden nämlich dem Vorhergehenden gemäss parallel und 
senkrecht sein zu einer Ebene, die durch die Normale der betrachteten 
triklinischen Ebene und die Axe der Aequatorialzone geht. 

Die beiden Lichtstrahlen, die sich nach einer und derselben Rich- 
tungin einem Krystalle fortpflanzen, werden oft verschieden absorbirt;ein 
Phänomen, das man als Pleochroismus bezeichnetunddasderGnind 
z. B. ist, warum Krystalle nach verschiedenen Richtungen verschieden 
gefärbt erscheinen. Für den Pleochroismus gilt nun ganz dasselbe wie 
für die Doppelbrechung Gesagte. Nach Richtungen , nach denen sich 
das Licht ungleich schnell fortpflanzt, wird auch die Absorption eine 
verschiedene sein, im entgegengesetzten Falle jedoch dieselbe. Bei 
Richtungen, nach denen keine Doppelbrechung stattfindet, kann natürlich 
auch nicht die Rede sein von der ungleichen Absoiption der beiden 
Strahlenbündel. So viel ist jedenfalls klar, dass nach gleichwerthigen 
Richtungen die Färbung des Krystalles dieselbe sein muss. Diese Fär- 
bung setzt sich ja zusammen aus den Farben der zwei Strahlenbündel, 
die sich nach jenen Richtungen fortpflanzen. In tetragonalen und 
hexagonalen Krystallen wird natürlich die Färbung für jede Richtung 
senkrecht ,zur Axe der Aequatorialzone dieselbe sein müssen, für alle 
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diese Richtungen sind ja aach die Fortpflanzangsgesch windigkeiten der 
beiden Lichtstrahlen konstant. 

Von den optischen Erscheinungen sind noch die verschiedenen 
Artendes Glanzes zu erwähnen, der natürlich auch für gleichwer- 
thige Flächen derselbe sein muss. Dasselbe gilt von dem Flächen- 
schiller, den man bisweilen auf Krystallflächen bemerkt. Für den- 
selben ist aber natürlich auch die Richtung, in der er wahrgenommen 
wird, und die Lage seiner Schwingungsebene (der Flächenschiller ist 
immer polarisirt) abhängig von der Symmetrie der Fläche, welche 
ihn zeigt. 

Anmerkung. Unter den angeführten Eigensohaften der Krystalle 
lassen sich im Allgemeinen die optischen VerhältDisse derselben am leich- 
testen ermitteln, welche daher auch für das Studium der Krystalle von 
^rösster Wichtigkeit sind. Hauptsächlich sind es die Richtungen der opti- 
schen Elastizitätsaxen im Inneren der KrystaUe und die Lage der opti- 
schen Hauptschnitte auf den Flächen derselben, welche unter den optischen 
Verhältnissen die grOssten Aufschlüsse über das System, die Bedeutung 
der Flächen etc. geben. Zur Ermittlung der Richtungen der optischen 
Elastizitätsaxen dient der Polarisationsapparat, welcher einen polarisirten 
Lichtkegel gibt; die Bestimmung der optischen Hauptschnitte einer Kry- 
stallplatte geschieht dagegen im parallelen Lichte: für sehr kleine Krystalle 
mittelst eines polarisirenden Mikroskopes, oder sonst mit Hilfe des von 
Fr. y. Kobell angegebenen Stauroskopes. 



V. Lang, KrystaUographie. .^ 



5. Kapitel. 



Die Symmetrieverliältnisse des tesseraleü 
Systems. 

§. 36. Die gleichwerthigenEbeiien des bolo- und hemitesfleralen Systems. 

Die Krystalle des tesseralen Systems haben, wie wir gesehen, 
neun Hauptschnitte, von welchen drei (J7, F, TF), die wir die 
hexaedrischen nennen wollen, wechselweise senkrecht auf einander 
stehen, während die übrigen sechs (P, P'. . . .} di'er dechö Neigung^ 
Winkel der ersteren Hauptschnitte halbiren. Wir he^Mtneh die fet^ltcn 
sechs Hauptschnitte als dodekae drisch e, weil, wie wir schon wis- 
sen, die Anordnung derselben den Flächen des regulären Dodekaeders 
entspricht. 

Wir beziehen die Krystalle des tesseralen Systems immer auf ein 
Axensystem, dessen Richtungen parallel den Durchschnitten der hexa- 
edrischen Hauptschnitte sind, dessen Längen aber durch zwei der dode- 
kaedrischen Hauptschnitte, die nicht auf einander senkrecht stehen, 
bestimmt werden. Die Elemente jedes tesseralen Krystalles sind somit 
a = b = c = i 

und dieselben sind vollkommen gegeben. Das so bestimmte Axen- 
system ist, wie wir ebenfalls schon wissen, mit Bezug auf die hexae- 
drischen Hauptschnitte ein isoschematisches Axensystem der ersten 
Art, mit Bezug auf die dodekaedrischen aber eines der zweiten Art. 
Die Symbole der Hauptschnitte werden aber für dieses Axensystem 

17(100), FCOlO), TFCOOl) 

P(Oll), 0(101), i?(110J 

P'(OII), «'(101), Ä'(IIO) 
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Da unter diesen Hanptschnitten solche drei vorkommen, von 
denen höchstens zwei aaf einander senkrecht stehen, so folgt hierans 
nach $. 23, dass tesserale Erystalle isoschematisch nach jeder ihrer 
Flächen sind. Natürlich ist in Folge dessen auch jede Zone solK^er 
Krystalle isoschematisch mit Bezug auf jede ihrer Flächen. Von den 
verschiedenen Folgerungen, die sich hieraus ziehien lassen, wollen wir 
hier nur die erwähnen^ dass die Kanten je zweier Flächen eines tesse- 
ralen Krjstalles senkrecht sein müssen zu einer möglichen Flache des* 
selben. Jene zwei Flächen müssen nämlich nach §. 22 zu i^wei mög* 
liehen Zonen senkrecht sein ; die Fläche aber, welche m diesen beiden 
Zonen liegt, ist senkrecht zur Kante der ersteren zwei FU^hen. 

Fig. 97 gibt uns die gegenseitige Lage der fiaupizPAenkreise auf 
der Sphäre der Projektion, also die Durchschnitte der Sphäre mit den 
durch ihren Mittelpunkt gelegten Hauptschnitten, wekhe letztere ja 
senkrecht zu mö^ichen Zonen sind. Als Ebene der ZeichnUAg ist hiebei 
der Hauptschnitt W gewählt, das Auge aber in den zu W senkrechten 
Radius der Sphäre versetzt gedaeht. Diese Hauptzonen werden aber 
wechselweise auch die Pole der Hauptschnitte enthalten müssen, denn 
man übevzeugi sich leicht, dass wirklich die Verbindwgsiinien jedes 
dieser Pole mit dem Mittelpunkte der Sphäre senkrecht stdben muss 
auf dem entsprechenden HauptscWtte. Die gegenseitige Entfernung 
zweier Pole wie (100), (010) oder wie (100), (Oll) beträgt auf der 
Sphäre offenbar 90<^ während Pole wie (100) und (011) um 45® von 
einander abstehen müssen. Berechnet man sich aus diesen Polen die 
Symbole eines Hauptzonenkreises, so findet man hiefür dieselben* Zah- 
len, wie für das Symbol des HaHptsehnittes, dessen Durchschnitt mit 
der Sphäre jenem Zonenkreise entspricht. 

Je drei der dodekaedrischen Hauptschnitte wie jP, Q', M* schneiden 
sich in Fig. 97 in einem und demselben Punkte. Dass diess wirklich der 
Fall sein muss, lässt sich schon leicht aus der Symmetrie der ganzen 
Figar erkennen, es ist aber auch der strenge Beweis hiefür leicht zu 
fahren. Denn wie man aus ihren Symbolen erkennt, sind solche drei 
Hauptschnitte tautozonal und müssen sich daher, wenn man sie durch 
den Mittelpunkt der Projektionssphäre gehen lässt, in einem und dem- 
selben Radius des letzteren schneiden. Der Endpunkt dieses Radius 
auf der Sphäre wird aber der Pol einer möglichen Krystallfläche sein 
müssen, da derselbe ja der Durchschnitt von sogar drei möglichen 
Zonenkreisen ist. Aus den Symbolen dieser Zonenkreise findet man aber 
auch leicht, dass dieser Punkt der Pol der Fläche (111) sein muss. 

10* 
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Mit Rücksicht auf die zuletzt gemachte Bemerkung, dass je drei 
Hauptschnitte wie P', Q\ i2' sich in einem und demselben Punkte 
schneiden, ist es klar, dass die in Fig. 97 repräsentirte obere Hälfte 
der Projektionssphäre durch die Hauptschnitte in 24 Theile, sogenannte 
sphärische Dreiecke, getheilt wird. 

Um nun zur Kenntnis der gleich werthigen Richtungen und Ebenen 
für das betrachtete System zu gelangen, ist es nothwendig, die Ebenen 
aufzufinden, die mit einer beliebigen gegebenen Ebene einen nach allen 
Hauptschnitten isoschematischen einfachen Komplex bilden. Das hiebei 
einzuschlagende Verfahren ist in §. 27 angegeben; bei der wirklichen 
Ausführung dieses Verfahrens brauchen wir natürlich Ebenen, die sich 
von schon erhaltenen nur durch gerade entgegengesetzte Indices 
unterscheiden, nicht weiter zu berücksichtigen, dieselben sind ja ein- 
ander parallel und geben somit keine neue Richtung. 

Es seien A, ä;, l die Indices einer beliebigen Ebene; die mit dieser 
Ebene nach dem Hauptschnitte U isoschematische Ebene erhalten wir 
nach der gegebenen Regel durch Aenderung des Vorzeichens des ersten 
Index, da das zu Grunde gelegte Axensystem mit Bezug auf diesen 
Hauptschnitt ein isoschematisches der ersten Art ist. Wir haben somit 
jetzt die zwei Ebenen 

hkl^ Tikl 

Das gleiche Verfahren auf den Hauptschnitt V angewendet, gibt 
die Ebenen 

\hkl hU 
^^ \lkl Ul 

Der Hauptschnitt TFgibt jedoch keine neue verschiedene Ebene, 
im Einklänge mit dem §.21, wo wir gezeigt, dass, wenn ein Komplex 
von Ebenen isoschematisch ist mit Bezug auf eine gerade Anzahl tau- 
tozonaler Ebenen, die isoschematisch mit Bezug auf sich selbst sind, 
dieser Komplex auch isoschematisch nach der zu diesen tautozonalen 
Ebenen senkrechten Ebene ist. 

Gehen wir nun zu dem Hauptschnitte JB' über, mit Bezug auf 
welchen das angenommene Axensystem ein isoschematisches der zweiten 
Art ist, so erhalten wir durch Vertauschung des ersten und zweiten 
Index der früheren vier Ebenen nun im Ganzen die folgenden acht 
Ebenen 

,^ . ( hkl hkl hkl hJcl 

^ ^ \khl kll m Ihl 
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Der Haaptschnitt Q' gibt ans bei Fortsetzung des eingeleiteten 
Verfahrens die Ebenen 

hkl Ul Till hU 

khl kJtl Tchl Jchl 

Ikh Ikh Ikh Ikh 

Ihk thk IhJc Ihk 

Durch den Hauptschnitt P' erhalten wir aber nur mehr acht neue 
Ebenen, welche mit den vorhergehenden das folgende Schema geben. 

hkl Ikl lU hJcl 



hlk 


hlk 


hlk 


hlk 


klh 


Uh 


Tclh 


klh 


khl 


Tchl 


kU 


khl 


Ihk 


Ihk 


Thh 


Ihk 


Ikh 


Ikh 


Uh 


Ikh 



(III) 



Hier können wir aber das Verfahren abbrechen, indem eine Fort- 
setzung desselben keine neuen Ebenen mehr zum Vorschein bringt, 
ebenfalls im Einklänge mit dem schon zitirten §. 21. Es soll aber jetzt, 
wenigstens im Allgemeinen, die Lage der Pole für die so bestimmten 
Ebenen auf der Sphäre der Projektion angegeben werden. Da die Zei- 
chen der Indices der Ebenen (HI) so gewählt sind, dass sie sämmtlich 
zu einer Seite des Hauptschnittes W liegen, so werden ihre Pole auch 
sämmtlich in die Fig. 97 entfallen, und zwar wird, da der Ebenen 24 
sind, jedes ^er 24 sphärischen Dreiecke dieser Figur einen der Pole 
enthalten müssen. Was für eines dieser Dreiecke gilt, muss ja offenbar 
auch für die anderen gelten. 

Es ist aber auch nicht schwer, für jedes der 24 sphärischen Drei- 
ecke anzugeben, welchen der Pole der Ebenen (HI) dasselbe enthalten 
wird. Wir bemerken zuerst, dass durch die hexaedrischen Hauptschnitte 
t/, F, W die Halbsphäre in vier Theile getheilt wird, welche offenbar 
den verschiedenen Oktanten entsprechen. Für jeden dieser vier Theile 
werden daher die Indices der darin vorkommenden Pole verschiedene 
Vorzeichen, für einen und denselben Theil aber immer dieselbenZeichen 
haben müssen. In dem Schema (III) sind nun die 24 Ebenen ersicht- 
lich schon so geordnet, dass die unter einander stehenden immer in 
einem und demselben Oktanten liegen; zugleich sieht man, dass, abge- 
sehen von den Zeichen der Indices, die verschiedenen Oktanten sich 
nicht von einander unterscheiden; die relative Lage der sechs Ebenen 
wird daher, wie schon von vornherein klar ist, in jedem Oktanten die- 
selbe sein, und es genügt also, die Lage derselben bloss für einen 
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Oktanten z^ bestimmen. Wir wähl^ hiezu den durch di« Pole (100), 
(010), (001) gegebenen Oktanten, in welchem offenbar nur Ebenen 
mit lauter positiven Indioes liegen können, und betrachten in demselben 
das durch die Pole (111), (HO), (100) gebildete sphärische Dreieck. 
Der Pol einer Ebene E (iiiii^') mit lauter positiven Indices wird aber 
offenbar in diesem Dreiecke liegen oder nicht, je nachdem derselbe den 
folgenden zwei Bedingungen genügt oder nicht. Diese Bedingungen sind: 
Der Pol der Ebene jE muss 

erstens auf derselben Seite des Zonenkreises ^^'(0 IT) liegen 
wie die Pole der Flächen (HO), (010) und 

zweitens auf deraelben Seite des S^onenkreises jB' (TlO) wie 
diePole(lOO), (101).... 

Hiebei ist jedoch iticht ausgeschlossen, dass der Pol in einen 
dieser Zonenkreise fällt, bhne dadurch aüfönhören, ein Punkt des be- 
trachteten Dreieckes zu sein. Die angeführten Bedingungen geben uns 
daher mit Berücksichtigung der letzten Bemerlkung nach §. 14 für die 
Indrces der Ebene jE die Relationen 

von deren Erfüllung es abhängt, ob der "Pol dieser Ebene in dem Drei- 
ecke (111) (100) (1 10) liegt oder nicht. Diese zwei Bedingungen lassen 
sich aber offenbar in die eine 

zusammenfassen, von welchetm BesnHate man sich aber auch leicht 
durch direkte geometrische Anschauung üb^riöugeaa kann. 

Da war nun in den nachfolgenden üntersTnichungen immer 

Ä>Jfc>Z 

vöraussetaen, so wird in das betrachtete Dreieck der Pol der 'Ebene 
Qhkl) entfallen müssen, da nur die Indices dieser Ebene die angegebene 
Bedingung erfüllen. Aefanliche Betrachtungen könnte man auch für die 
übrigen Dneiecke dieses Oktanten aostellen«; so hat man z. B. für eine 
Eböne (fi ^2 4) im Dreiecke (001) (011) (111) die Bedingung, dass 

H < i2 < h 

In dieses Dreieck wird daher zu Folge der zwischen ä, fc, l ange- 
nommenen Relation der Pol der Ebene (ZM) entfallen .müssen. Es 
wird auf diese Weise auch unsere Behauptung bestätigt, dass wirklich 
in jedes der 24 sphärischen Dreiecke der Pol einer Ebene entfällt. 
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Allein es genügt schon, dass man nur für eines der sechs Drei- 
ecke das Symbol derjenigen Ebene C^I) kennt, deren Pol in dieses 
Dreieck entfällt, um auch für die übrigen Dreiecke desselben Oktanten 
die Symbole der entsprechenden Ebenen sogleich anzugeben. 

Die zwei der Ebenen flll) z. B., deren Pole in die beiden Drei- 
ecke ftOO) (110) (111) und (100) (dOl) (111) entfallen, werden sich 
oöenbar gleich gegen die Fläche (100) verhalten; mit Bezug auf die 
Flächen (010) und (001) wird aber, ihre Lage gerade entgegengesetzt 
sein. In den Symbolen dieser zwei Ebenen, deren Indices nach dem 
Schema (IH) sich nur durch ihre Ordnung unterscheiden tonnen , wird 
daher der auf die JTAxe bezügliche Index derselbe sein, während die 
anderen zwei in den beiden Symbolen mit einander vertauscht sind. 
Liegt daher die Ebene (AÄ;0 in dem Dreiecke (100) (110) (111), so 
wird in das Dreieck (100) (101) (Hl) der Pol der Ebene (_hlk') ent- 
fallen müssen. Ganz ähnlich wird man bei Vergleichung der Dreiecke 
(100) (101) (111) und (001) (101) (111), welche sich gleich gegen 
die YAxe verhalten finden, dass in dem letzteren Dreiecke der Pol der 
Ebene (WA) liegen wird, üeberhaupt gilt dieselbe Betrachtung für je 
zwei benachbarte Dreiecke desselben Oktanten. 

Zwei sphärische Dreiecke jedoch, welche in verschiedenen Ok- 
tanten liegen, aber eine Seite gemeinschaftlich haben, werden dieselbe 
Lage gegen die Halbaxen des betreffenden Oktanten haben und sich nur 
durch die Richtung einer dieser Halbaxen unterscheiden. Die Pole von 
zwei der Ebenen (III), die in solchen Dreiecken liegen, werden sich 
daher auch nur durch das Vorzeichen eines ihrer Indices unterscheiden 
können. So enthalten die Dreiecke (100) (111) (HO) und (100) 
(IIO) (lll) die Pole der Ebenen (AH) und (AH). Es ist diess im 
Einklänge mit den früheren Bemerkungen über solche Dreiecke, welche 
in verschiedenen Oktanten dieselbe relative Lage haben. 

Durch das Gesagte wird die in Fig. 97 gegebene relative Anord- 
nung der Pole der Ebenen (III) vollkommen gerechtfertigt; wie man 
jedoch die exakte Lage dieser Pole auf der Projektionssphäre finden 
kann, werden wir erst in einem späteren Kapitel kennen lernen. Hier 
wollen wir nur noch Einiges über den gegenseitigen Abstand dieser Pole 
besprechen. 

Die sechs Ebenen des Oktanten (100) (010) (001) werden alle 
von dem Pole (111) gleich weit abstehen, wie man aus der Symmetrie 
der ganzen Figur leicht erkennt, wie aber auch aus dem im §. 21 Be- 
wiesenen strenge hervorgeht. Ebenso ist klar, dass die Winkel zwischen 
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je zwei benachbarten dieser sechs Pole nur zweierlei Werthe haben 
können, die mit einander abwechseln; es wird also 

F= (hkt) (Jeht) = (Ihk) {IkK) = {klK) (hlk) 
a= (hkl) (Aiifc) = (Ihk-) (khl) = (klK) (IkK) 

sein. Dasselbe gilt natürlich auch für die übrigen Oktanten , in denen 
sich auch die Winkel F und G wiederholen. Es gilt aber Aehnliches 
auch von Polen, in denen sich eine andere Anzahl von Hauptschnitten 
kreuzen, wie (100),(010), (001) oder wie (HO), (101) , von wel- 
chen Polen beziehungsweise immer acht oder vier der Ebenen (III) 
gleich weit abstehen müssen. Der Pol (001) gibt uns die Gleichung 

D = (IkK) (IkK) = (fclK) (JclK) 
= (l^h) (lieh) = (klh) Qklh) 

welche mit den früheren zwei Gleichungen hinreicht, um erkennen zu 
lassen, dass die Winkel zwischen zwei benachbarten der Ebenen (III) 
nur dreierlei verschiedene Werthe haben können. 

Für den Fall der Holosymmetrie nun sind dem zweiten 
Hauptgesetze zufolge Ebenen, deren Anordnung durch das Schema 
(Hl) repräsentirt ist, gleichwerthig, sowie auch Richtungen senkrecht 
zu solchen Ebenen ebenfalls gleichwerthige sind. Sämmtliche Haupt- 
schnitte sind in diesem Falle Ebenen der Symmetrie; es ist aber leicht 
zu beweisen, dass dann sowohl die hexaedrischen als die dodekaedri- 
schen Hauptschnitte unter sich gleichwerthig sein müssen. Setzt man 
nämlich in dem Schema (III), welches uns die gleichwerthigen Ebenen 
repräsentirt, für A, k^ l einmal die Werthe 1, 0, 0, das anderemal aber 
die Werthe 1, 1, 0, so reduziren sich die Ebenen (HI) im ersten Falle 
auf die hexaedrischen, im zweiten Falle auf die dodekaedrischen 
Hauptschnitte. 

Im Falle der Hemisymmetrie sind aber, wie wir wissen, nur 
je eine Hälfte der durch das Schema (III)t gegebenen Ebenen und Rich- 
tungen wirklich gleichwerthig. Diese halbe Anzahl der Ebenen (III) 
muss aber so beschaffen sein, dass ihre Anordnung mit Bezug auf 
Hauptschnitte, die für den Fall der Holosymmetrie gleichwerthig sind, 
dieselbe ist. Sollen nun von den 24 Ebenen (III) zwölf ausgewählt 
werden, die dieser Bedingung genügen, so können diess nur die fol- 
genden Ebenen sein: 

( hkl Jikl JiU hJcl 

(IV) ) klh Jclh Jclh klh 

f Ihk Ihk Ihk Ihk 
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Naturlich genügen dann auch die ausgelassenen der Ebenen (III) 
der angegebenen Bedingung, diese Ebenen sind ja auch durch das vor- 
hergehende Schema gegeben, wovon man sich leicht überzeugt, wenn 
man statt der beliebigen Ebene (Afc?) die Ebene (hlk') wählt, d. h. die 
Indices k und l vertauscht. 

Dass aber wirklich nur auf diese eine Art zwölf der Ebenen (III) 
gewählt werden können, welche den Bedingungen der Hemisymmetrie 
entsprechen, davon überzeugt man sich einfach durch Betrachtung der- 
jenigen Pole in Fig. 97, welche Durch«chnittspunkte gleichwerthiger 
Hauptschnitte sind. Es müssen nämlich offenbar von den sechs Ebenen 
(III), welche in demselben Oktanten wie der Pol (111) liegen, ent- 
weder alle oder nur die abwechselnden oder aber gar keine gleich- 
.werthig bleiben, soll die Anordnung der gleichwerthigen Ebenen die- 
selbe sein für jeden der drei im Punkte (III) sich kreuzenden gleich- 
werthigen Hauptschnitte. Dasselbe gilt von den übrigen Polen (111). 
Ebenso werden die acht dem Pole (001) zunächst liegenden Ebenen 
entweder alle oder nur die Haltte oder gar keine gleichwerthig bleiben 
müssen. Im Falle nur die Hälfte gleichwerthig bleibt, können im All- 
gemeinen entweder Ebenen wie (klK)^ (JkK)^ Tclh)^ (IkK) oder aber die 
abwechselnden gleichwerthig bleiben. 

Diesen Bedingungen für die den Polen (001), (Hl), (TU) 

zunächst liegenden gleichwerthigen Ebenen wird aber nur durch das 
Schema (IV) genügt, wie man findet, wenn man wirklich die einzelnen 
der angeführten möglichen Fälle für, den Pol (001) mit denen für die 
Pole (111), (111). .. . kombinirt. 

Es gibt also ein einziges hemitesserales System; die Lage der 
gleichwerthigen Ebenen und Richtungen desselben ist gegeben durch 
das Schema (IV). Die Ebenen dieses Schema bilden einen Komplex, 
der isoschematisch ist nach den hexaedrischen Hauptschnitten, und 
zwar bilden sie einen dreizähligen Komplex. Das Schema (I) gibt uns 
nämlich einen nach den hexaedrischen Hauptschnitten isoschemati- 
schen einfachen Komplex; indem man nun in diesem Schema (I) als 
Ausgangsebene der Reihe nach (AH), (fcZÄ), (Ihh) wählt, erhält man 
sämmtliche Ebenen (IV). 

Man ersieht hieraus auch, dass die Anordnung der Ebenen (IV) 
nicht der Symmetrie eines andern Systems entspricht, in welchem wir 
zwar auch Hauptschnitte wie die hexaedrischen des tesseralen Systems 
antreffen, mit Bezug auf welche Hauptschnitte in jenen Systemen die 
gleichwerthigen Richtungen aber höchstens einen zweizähligen Komplex 
bilden, wie wir diess bei den betreffenden Systemen sehen werden. Wäre 
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diess letztere nicht der Fall, so könnten, wie im §. 36 bewiesen wurde, 
durch die Ebenen (IV) eine Hemisymmetrie des tesseralen Systems 
nicht repräsentirt werden. 

Aus dem Gesagten erhellt, das6 die hexaedrischen Hauptschuitte 
auch noch für den Fall der Hemisymmetrie Ebenen der Symmetrie 
bleiben, während diess für die dodekaedrischen Haaptschnitte nicht 
mehr stattfindet. Auch überzeugt man sich leicht mit Hilfe des Sebenia 
(IV), dass wirklich sowohl die hexaedrischen, wie die dodekaedrischen 
Hauptschnitte auch für den Fall der Hemisymmetrie unter sich gleich- 
werthig sind. 

Schema (III) und (IV) geben uns für das holo- und hemitesserale 
System Zahl und Anordnung der gJeichwerthigen Ebenen, und zwar 
repräsentiren sie den allgemeinsten Fall, da wir ja über die .Lage der 
Ebene (AfcZ) keinerlei beschränkende Annahme gemacht haben. Es 
sind aber auch spezielle Fälle gleichwerthiger Ebenen möglich, 
welche dadurch entstehen, dass die Ebene, von der wir ausgegangen 
sind, senkrecht wird zu einem oder mehreren der Hauptschuitte^ ihr 
Pol also in einen oder mehrere der Hauptzonenkreise fällt. Findet diess 
nämlich für eine der Ebenen (III) statt, so wird diess offenbar auch ffir 
die übrigen dieser Ebenen gelten müssen. Wenn wir nun bei Betrach- 
tung dieser speziellen Fälle als Ausgangsebene diejenige (AfcZj wählen, 
deren Pol in das Dreieck (100) (110) (111) «ntfällt, so machen wir 
hiebei heine beschränkende Annahme, indem unter den Ebenen (UI) 
immer eine solche vorhanden sein wird. Der Pol der Ebene (Jikl) kann 
nun in dem angegebenen Dreiecke folgende sieben Lagen haben. Der- 
selbe fällt nämlich entweder 

1. in keinen der Hauptzonenkreise, was der schon betrachtete 
allgemeine Fall ist; 

2. in den Hauptzonenkreis P'[ori], für welchen Fall 

k = l 
d. h. die beiden kleineren Indioes einander ^gleich sein müssen und 
die Ebenen (ÜI) sich auf 12 reduziren; 

3. in den Hauptzonenkreis JR' [lIOj, wodurch 

h = k 
also die beiden grösseren Indices einander.gleich werden :und die Ebenen 
(III) sich wieder auf 12 reduziren; 

4. in den Zonenkreis W [001], demzufolge 

1=0 

wird und das Schema (III) nur 12 wesentlich von einander verschiedene 
Ebenen repräsentirt; 
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5. in die beiden Ilauptzonen kreise i2' [llOj und PF] 001], als- 
dann mofis 

Ä = Jfe, Z = 

sein, die durch das Schema (ill) repräsentirten Ebenen a,ber sind die 
dodekaedrischen Hanptschnitte; 

6. in die beiden Hauptzonenkreise P' [Oll] undÄ[ll0], wodurch 

wird, nnd die Ebenen [III] in die vier Ebenen (111), (TU), CTlOj 
(ITI) übergehen: 

7. endlich in die beiden Zonenkreise P'[OllJ und TT [001], in 
welchem Falle 

k = 1 = 
und das Schema (III) die hexaedrischen Hauptschnitte repräsentirt. 
Wir hätten nun noch näher zu untersuchen, welches die wechsel- 
seitige Lage der gleichwerthigen Ebenen in diesen speziellen Fällen ist, 
und besonders diess auch für den Fall der Hemisymmetrie festzustellen. 
Allein diess wird durch die nachfolgende Betrachtung der hole- und 
hemitesseralen Formen überflüssig gemacht, indem sich aus denselben 
die Lage der gleichwerthigen Ebenen für jeden der angeführten spe- 
ziellen Fälle erkennen lässt. Freilich setzen wir, insoferne wir von 
einer Form sprechen, voraus, dass die Indices ihrer Flächen rational 
sind, allein für einige der speziellen Fälle, in welchen die Indices voll- 
kommen bestimmt sind, sind sie ohnedem auch rational, und für die 
anderen Fälle wird natürlich auch die Anordnung gleichwerthiger Ebe- 
nen eine ähnliche sein^ sei es, dass ihre Indices rational sind oder nicht. 

S. 37. Holotesserale Formen, A. Holoeder. 

Wie wir im Vorhergehenden gesehen, sind für das holotesserale 
System die gleichwerthigen Richtungen und Ebenen durch das Schema 
(III) gegeben. In diesem Falle sind alle flauptschnitte Ebenen der 
Symmetrie, daher auch alle Hauptaxen holosymmetrischen Charakter 
besitzen. Fragen wir nach der Anzahl dieser Hauptaxen im holotesse- 
ralen Systeme, so haben wir bekanntlich jene Richtungen aufzusuchen, 
die parallel wenigstens zu zwei Hauptschnitten sind, deren Endpunkte 
auf der Sphäre der Projektion, also wenigstens in zwei Hauptzonen- 
kreisen liegen. Solcher Punkte gibt es aber, wie Fig. 97 lehrt, nur 13, 
da solche, die gerade gegenüber liegen, nur als eins zu zählen sind. 
Drei dieser Punkte (100), (010), (001) sind die Durchschnitte von 
vier Hauptzoneiikreisen , vier derselben (111), (TU)... die Durch- 
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schnitte von drei, die übrigen sechs Punkte (011), (10 j) aber 

bloss von je zwei Hauptzonenkreisen. Jeder holotesserale Krystall, sei 
derselbe eine Form oder eine Kombination, wird daher ein System von 
13 Hauptaxen aufweisen müssen, von welchen 3 tetragonal, 4 trigonal, 
6 aber rhombisch sind. Die tetragonalen Hauptaxen fallen mit den 
Axenrichtungen zusammen und stehen also wechselweise auf einander 
senkrecht, ihre Winkel werden durch die rhombischen Axen halbirt, 
während die trigonalen gleiche Winkel mit je drei der tetragonalen 
Halbaxen bilden. 

Sind die durch das Schema (HI) gegebenen Ebenen mögliche 
Krystallflächen, also A, A;, l drei rationale Grössen, so wissen wir, 
dass, wenn diese Flächen wirklich an einem Krystalle auftreten, ent- 
weder zu jeder der durch ihre Normalen bestimmten, gleichwertigen 
Richtungen zwei senkrechte Flächen an den verschiedenen Hälften der 
Richtungen vorkommen, oder zu jeder Richtung nur eine einzige senk- 
rechte Fläche vorhanden ist. Der erste Fall ist der der Holoedrie, 
welche wir in diesem Paragraphe betrachten wollen; bei derselben 
müssen also ausser den durch das Schema (IH) gegebenen Flächen auch 
noch die ihnen gerade entgegengesetzten gleichzeitig auftreten. Die 
letzteren Flächen erhält man leicht, indem man bloss die Vorzeichen 
der Tndi^.es der esteren Flächen in die entgegengesetzten ändert. Man 
erhält so im Ganzen die folgenden 48 Flächen : 
hkl Tikl Tilcl Kkl 



(V) 



hlk 


Uk 


hlk 


hlk 


klh 


klh 


klh 


klh 


kfd 


khi 


khi 


khi 


Ihk 


ihk 


Ihk 


Ihk 


Ikh 


ikh 


Ikh 


Ikh 


m 


hkl 


hkl 


hkl 


m 


hlk 


hlk 


hlk 


m 


klR 


klh 


klh 


m 


kU 


khi 


khi 


IRJc 


Ihk 


Ihk 


Ihk 


mi 


Ikh 


Ikh 


Ikh 



Diese Flächen geben uns den allgemeinsten Fall eines holotesse- 
ralen Holoeders. Führt man in den Symbolen des vorstehenden Schema 
die im vorhergehenden Paragraphe angegebenen Spezi alisirungen der 
Indices A, k^ l aus, wodurch ja der Bedingung, dass die Indices rational 
sind, nicht widersprochen wird, so erhält man Formen, welche spe- 
zielle Fälle der allgemeinen Form darstellen. 
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Die Flächen jeder Form denken wir uns im Gleichgewichte, d. h. 
gleich weit von dem ,Axenmittelpunkte abstehend. Welches dann im 
Allgemeinen der Weg ist, um eine Zeichnung einer solchen Form an- 
zufertigen, ersieht man aus dem §. 3, welcher die Durchschnittslinien 
zweier beliebigen Ebenen finden lehrt. Die Zeichnung einfacher und 
mehrzähliger Krystallgestalten soll jedoch noch ausführlich in einem 
der folgenden Kapitel behandelt werden. 

Obwohl der Abstand gleichwerthiger Flächen vom Mittelpunkte 
des Krystalles in der Natur oft sehr verschieden ist, dürfte es doch 
zweckmässig sein, sich die geometrische Gestalt der Formen für den 
Fall des Gleichgewichtes dem Gedächtnisse einzuprägen. 

Wir wollen daher auch die geemetrischen Verhältnisse dieser 
Formen etwas ausführlicher betrachten. Die Ecken derselben sind na- 
türlich immer einfache, da ja die flächen einer und derselben Form 
alle gleichwerthig sind. In Fig. 97 ist die Lage der Pole auch für die 
Flächen der speziellen Formen bemerkt. 

1. Das Hexakisoktaeder [hkl], Fig. 98, als allgemeinste 
Form. Die 48 Flächen desselben sind gegeben durch das Schema (V); 
sie sind triklinisch, da sie zu keinem der Hauptschnitte senkrecht sind, 
ihr Umriss ist ein ungleichseitiges Dreieck. Unter den 26 Ecken, welche 
von diesen Flächen gebildet werden, sind 6 achtflächige tetragonale, 
8 sechsflächige trigonale und 12 vierflächige rhombische Ecken; durch 
diese Ecken gehen die gleichnamigen Hauptaxen hindurch , letztere 
natürlich durch den Mittelpunkt der Gestalt gelegt. Kennt man die 
Länge dieser Hauptaxen, d. h. die Entfernung des Mittelpunktes von 
den entsprechenden Ecken, so ist ersichtlich der Umriss der ganzen 
Gestalt, d. h. ihre Kanten durch diese Längen bestimmt, eine Bemer- 
kung, die sich zur Zeichnung dieser und der folgenden Formen anwen- 
den lässt. Da die Ecken alle einfache sind, so müssen mit Bezug auf 
ihre Seitenanzahl immer nur die abwechselnden Kanten derselben 
gleichwerthig sein. Hiedurch überzeugt man sich, dass von den 72 
Kanten dieser Gestalt je 24 gleichwerthig und also auch gleich gross 
sind. Wir unterscheiden demzufolge zwischen Kanten, wie F und ö, 
welche in den dodekaedrischen Hauptschnitten und Kanten wie 2>, 
welche in den hexaedrischen Hauptschnitten liegen. Da, wie wir wissen, 
in dem tesseralen Systeme jede Kante senkrecht zu einer möglichen 
Fläche ist, so müssen offenbar die gleich werthigen Kanten die Nor- 
malen der Flächen tesseraler Formen sein. Es ist leicht einzusehen, 
dass die Kanten F senkrecht sind zu den Flächen eines Ikositetraeders, 
die Kanten D senkrecht zu denen eines Triakisoktaeders , die Kanten 
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D endlich senkrecht zu den Flächen eines Tetrakishexaeders sind. 
Dadurch, dass man den Indices ä, k^ l verschiedene Werthe ertheilt, 
erhält man natürlich im Allgemeinen eine unbegrenzte Anzahl ver- 
schiedener Varietäten von Hexakisoktaeder, die sich durch ihre geo- 
metrische Abmessungen von einander unterscheiden. Dieselbe Bemerkung 
gilt überhaupt für jede Form, deren Indices durch die Spezialisirung 
nicht vollkommen bestimmt sind. 

2. Das Ikösitetraeder jAifc}, Fig. 99, für dessen Flächen 
die zwei kleineren Indices gleich sind, und das aus dem Hexakisokta- 
eder dadurch entsteht, dass die Grösse der Kanten G gleich 180" wird. 
Diese Gestalt ist begrenzt von 24 Deltoiden, die senkrecht zu je einem 
dodekaedrischen Hauptschnitte sind und daher zu d^n monoklinischen 
Flächen gehören. Die Pole dieser Flächen müssen is^ämtieh immer in die 
dodekaedrischen Hauptzonenkreise fallen, wie die&s aus ihren Iihiices 
hervorgeht. Die Hauptaxea gehen aNe durch die Ecken, deren es 26 
gibt, und zwar 6 tetragonale vierflächige, 8 trigonale dreiflächige und 
12 rhombische ebenfalls vierfläebige. Wie die Ecken lehren, sind von 
den 48 Kanten je 24 gleichwerthig, von denen die einen (2>} in den 
hemiedrischen, die anderen (F) in den dodekaedrischen Hauptschnit- 
ten liegen. 

3. Das Triakisoktaeder [hhl]^ Fig. lOO, welchee aus dem 
Hexakisoktaeder durch Verschwinden d^r Kanten J^ entsteht, wodurch 
die zwei grosseren Indices einander gleich werden, und je zwei Flächen in 
eine Fläche übergehen, deren PoP dann nc^thwenfdigerweise m einem der 
dodekaedrischen Hauptschnitte liegt. Diese Ponn ist als©^ begrenz* voa 
24 monoklinischen gleichschenkligen Dreiecken. Die 14 Ecken verfallen 
in 6 achtflächige tetragonale und in 8 dreiflächige tiigonale ; durch 
diese Ecken gehen die gleichnamigen Hauptaxen. Die rhombischen 
Hauptaxeo gehen durch die Mittelpunkte von 12 gleich werthigen Kanten 
(I>), welche in den hexaedrische» Hauptsehnitten liegea; die übrigen 
24 (ö) sind ebenfalls unter sich gleichwerthig und liegen in den do- 
dekaedrischen Hauptschnitten. 

4. Das Tetrakishexaeder jAfea), Fig. 101. Verschwinden 
in dem Hexakisoktaeder die Kanten 2>, so reduziren sich die Flächen 
desselben auf 24, die senkrecht zu den hexaedrischen Hauptsehnitten 
sind. Diese Form ist also von 24 monoklinischen gleldischenkligen 
Dreiecken begrenzt, welche 14 Ecken bilden. Von diesen sind 6 vier- 
fläch^e tetragonale, 8 aber sechsflächige trigonale; dumh diese Ecken 
gehen die gleichnamigen Axen, während die rhombischeji Ax^ durch 
die Mittelpunkte von 12 gleichweTthigenKanteii(J*>gehen, die parallel 



— 159 — 

den AxenricbtuQg«!! sind. Die übrigen 24 Kanten {OT^ sind ebenfalls 
unter sich gleichwerthig und liegen in den dodekaedrischen Haupt- 
schnitten. 

5. Das Dodekaeder {llOj, Fig. 102, entsteht aus der all- 
gemeinen Form \hkl\ durch Verschwinden der rhombischen Ecken. 
Die 12 Flächen dieser Form, welche dem Dodekaeder der Geometrie 
entspricht, sind natürlich parallel den dodekaedrischen Hauptschnitten 
und sind, da jede von ihnen senkrecht zu einem hexaedrischen und 
einem dodekaedrischen Hauptschnitte ist, rhombische Flächen. Der 
ümriss dieser Flächen ist ein Bhombus mit Winkeln von 60® und 
120®, wie sich mit Hilfe elementarer Geometrie beweisen lässt, durch 
ihre Mittelpunkte gehen aber die rhombischen Hauptaxen. Die tetra- 
gonalen und trigonalen Havptafxen gehen durch die 14 Ecken, unter 
welchen 6 vierflächige tetragonale und B dreiflächige trigonale sind. 
Die 24 Kanten (ö) sind alle gteichwerthig und liegen in den dodekae- 
drischen Hauptschnitten. Von dieser Form sind natürlich, sowie für 
die zwei folgenden keine verschiedenen Varietäten möglieh. 

6. Das Oktaeder {IUI, Fig. 103, in welches das Hexakis- 
oktaeder durch Verschwinden der trigonalen Ecken übergeht. Diese 
Form stimmt mit dem Oktaeder der Geometrie überein ; es ist be- 
grenzt von 8 gleichseitigen Dreiecken^ welche trigonale Ebenen sind,, 
da sie senkrecht stehen auf je drei der dodekaedrischen Hauptschnitte. 
Die 6 Ecken sind vierflächige tetragonale, sowie auch die 12 Kauten 
(I>) alle gleichwerthig sind; letztere liegen in den hexaedrischen 
Hatfptschöitten und sind senkrecht äu den Flächen des Dodekaeders. 
Die tetragonalen Hauptaxen gehen durch die Ecken, die trigonalen 
durch die Mittelpunkte der Flächen, die rhombischen endlich durch die 
Mittelpunkte der Kanten. 

7. Das Hexaeder {100}, Fig. 104 endlich entsteht aus der 
allgeiBeinen Form \hkl\ durch Verschwinden der tetragonalen Ecken. 
Da« Heacaefder , welche» dem der Geometrie entspricht, ist begrenzt 
vott 6 Quadraten, welche tetragonale Flächen und parallel den Äxen- 
ehenen sind. Der Ecken sind 8 gleichwerthige trigonale, der Kanten 
aber 12 gleichwerthige (JP*), welche parallel den Axenrichtungen sind. 
Von den Hauptaxen gehen die tetragonalen durch die Mittelpunkte der 
Flächen, die frigöflalen durch die Ecken, die rhombischen aber durch 
die Mittelpunkte deir Kanten. 
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S. 38. Holotesserale Formen B. Hernieder. 

Im Falle der Hemiedrie wird die allgemeinste tesserale Form nur 
durch je solche 24 Flächen des Hexakisoktaeder gebildet, unter welchen 
keine parallelen sind und wo die Anordnung für gleichwerthige Haupt- 
schnitte dieselbe ist. Solche 24 Flächen des Hexakisoktaeders könuen 
aber, wie man sich mit Hilfe der Fig. 97 überzeugt, nur auf folgende 
zwei Arten angeordnet sein. Entweder sie entsprechen den durch das 
folgende Schema gegebenen Flächen 

hkl Uk TJcl hlk 

klh Jchl ^ Jclh khl 

. Ihk Ikh Thk IJch 

^^^^ ^ m hJcl hlk Ikl 

kU klh khl Uh 

Vcl IkTi Ikh Ikh 

unter welchen ersichtlich keine parallelen sind, oder aber es sind die 
Flächen abwechselnder Oktänten, nämlich Flächen wie 

hkl hkl hkl hkl 



(VII) 



hlk 


Mk 


hlk 


Mk 


klh 


Bh 


klh 


klh 


khl 


Ul 


khl 


khl 


Ihk 


Uk 


Ihk 


Uk 


Ikh 


Tkh 


Ikh 


Ikh 



Die Flächen (VI) geben ein von 24 Fünfecken begrenztes Pen- 
tagonikositetraeder, welcher mit seiner korrelaten Form enantiomorph 
(siehe §.29) ist. Da dasselbe aber bis jetzt noch nicht in der Natur 
beobachtet wurde, so wollen wir auch diese Art der Hemiedrie nicht 
weiter berücksichtigen. 

Gehen wir zur Betrachtung der durch die Flächen (VII) gebil- 
deten Form über, so bemerken wir, dass die 24 übrigen Flächen des 
Hexakisoktaeders eine ganz ähnliche Form werden geben müssen. Diese 
beiden Formen sind nach der Definition des S- 29 korrelate; dieselben 
unterscheiden sich nur durch ihre Stellung, denn dreht man eine der- 
selben um eine der Axenrichtungen um 90^, so werden die beiden For- 
men vollkommen identisch. Die Flächen derselben liegen nämlich für 
jede Form in verschiedenen Oktänten, in welchen sie aber dieselbe re- 
lative Lage haben. Durch die angegebene Drehung fallen nun die ab- 
wechselnden Oktänten beider Gestalten und somit auch die Flächen 
dieser Oktänten zusammen. 
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Indem wir in der allgemeineQ Form die ludices ä, äj, l wie im 
FaJle der Holoedrie spezialisiren, erhalten wir auch die speziellen he- 
miedrischen Formen. Einige derselben stimmen aber in ihren geometri- 
schen Verhältnissen vollkommen mit den gleich bezeichneten Holoedern 
überein. Solche Formen werden überhaupt mit den letzteren identisch 
sein, da sie sich ja auch durch die physikalischen Eigenschaften nicht 
unterscheiden können. 

Indem wir also Formen, die wir schon im Falle der Holoedrie 
kennen gelernt haben, nicht weiter berücksichtigen, erhalten wir nur 
folgende vier holotesserale Hemieder. 

8. Das Hexakistetraeder n{hkl\, Fig. 105, oderxjÄH) als 
allgemeinste Form. Dieselbe ist begrenzt von 24 ungleichseitigen Drei- 
ecken mit triklinischem Charakter, welche 14 Eckern bilden, von denen 
6 vierfläfhige trigonale und 8 sechsflächige trigonale sind. Die letzteren 
Ecken sind zweierlei Art, indem die eine Hälfte derselben näher dem 
Mittelpunkte liegt als die andere. Durch je zwei solche ungleiche tri- 
gonale Ecken geht eine trigonale Haupt axe, ebenso gehen die rhombischen 
Hauptaxen durch die gleichnamigen Ecken. Durch die Untersuchung 
der Ecken überzeugt man sich, dass die 36 Kanten, welche sämmtlich 
in den dodekaedrischen Hauptschnitten liegen, in drei Gruppen von je 
12 gleichwerthigen Kanten zerfallen. Hievon sind die Kanten F senk-^ 
recht zu den Flächen eines Deltoiddodekaeders , die Kanten G und E 
aber senkrecht zu den Flächen zweier Triakistetraeder. 

9. Das Trigondodekaeder %[hkk\ ^ Fig. 106, oder %\7ikk] 
als Hemiedrie des Ikositetraeder. Diese Form entsteht aus K\Jikl\ 
durch Verschwinden der Kanten ö, wodurch je zwei der Flächen zu- 
sammenfallen müssen. Diese Form ist umschlossen von 12 gleichschen- 
kligen monoklinischen Dreiecken, welche 8 trigonale Ecken zweierlei 
Art bilden, je nachdem sie entweder dreiflächig oder sechsflächig sind. 
Die 18 Kanten liegen sämmtlich in den dodekaedrischen Hauptschnitten, 
sie sind zu 12 und 6 unter sich gleichwerthig. Die letzteren sechs Kan- 
ten (-E) sind auch parallel den hexaedrischen Hauptschnitten, sie ent- 
sprechen den Kanten der Tetraeder; durch ihre Mittelpunkte gehen die 
tetragonalen Hauptaxen, während die trigonalen durch je zwei ungleich- 
artige trigonale Ecken gehen. 

10. Das Triakistetraeder n[hhl\, Fig. 107, oder K{7ihl] als 
die dem Triakisoktaeder entsprechende Hemiedrie entsteht aus dein 
Hexakistetraeder durch Verschwinden der Kanten F^ und ist eine vbfi 
12 Deltoiden umschlossene Form. Diese Flächen sind senkrecht zu den 
dodekaedrischen. Hauptschnitten und folglich monoklinisch, wie diese 

▼. Lang, Krystallograpliie. aa 
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schon aus dem entsprechenden Holoeder hervorgeht. Die 14 Ecken sind 
6 vierflächige tetragonale und 8 dreiflächige trigonale, welche letztere 
wieder zweierlei Art sind. Durch diese £cken gehen die entsprechenden 
Hauptaxen. Von den 24 Kanten sind je 12 gleichwerthig (B, ö), sie 
liegen sämmtlich in den dodekaedrischen Hauptschnitten* 

11. Das Tetraeder »IUI}, Fig. 108, oder x|llll, die Hernie- 
drie des Oktaeder; dasselbe entspricht dem Tetraeder der Geometrie, 
entsteht aus dem Hexakistetraeder durch Verschwinden der einen 
Hälfte der trigonalen Ecken und ist von 4 trigonalen gleichseitigen 
Dreiecken begrenzt. Die 4 dreiflächigen Ecken sind trigonal, die 6 
Kanten (JS) sämmtlich gleichwerthig. Letztere liegen in den dodekaedri- 
schen Hauptschnitten und sind parallel den hexaedrischen ; durch ihre 
Mittelpunkte gehen die tetragonalen Hauptaxen, während Jede trigo- 
nale Hauptaxe durch den Mittelpunkt einer Fläche und durch ein tri- 
gonales Eck geht. 

§. 39. Hemitesgerale Formen A. Holoeder. 

Für den Fall der Hemisymmetrie haben wir gesehen, dass die 
gleich werthigen Richtungen und Ebenen des tesseralen Systems gegeben 
sind durch das Schema (IV). Aus letzterem geht iiervor, dass in die- 
sem Falle nur die hexaedrischen Hauptschnitte Ebenen der Symmetrie 
sind, und dass die 13 Hauptaxen des holosymmetrischen Systems in 
3 rhombische, 4 hemitrigonale und in 6 monoklinische übergehen. Letz- 
tere sind daher in dem Falle der Hemisymmetrie keine Hauptaxen mehr 
und werden desshalbauch im Nachfolgenden nicht weiter berücksichtigt. 

Setzen wir die Indices A, k^ l als rational voraus, so geben uns 
die Flächen (IV) in Verbindung mit den zu ihnen parallelen Flächen 
die allgemeinste holoedrische Form des hemitesseralen Systems. Die- 
selbe wird also aus den Flächen 

hhl Tikl Jikl JiTcl 

klh Tclh klh klh 

. Ihk Ihk Ihk Ihk 

Jikl hhl hkl Tikl 
klh klh klh klh 
Ihk Ihk Utk Ihk 

bestehen und wird durch Spezialisirung der Indices wie ftüher in die 
»peziellen Formen übergehen. Auch hier haben wir immer zwei koire- 
late Formen, deren Flächen zusammen einen holosymmetrischen Ho- 
loeder geben. Solche zwei korrekte Formen müssen ebenfall«, wie 
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man sich leicht aus Fig. 97 überzeugt, durch Drehung um eine der 
Axenrichtungen JT, y, JZ um 90^ in einander übergehen ; sie unter- 
scheiden sich* daher nur durch ihre Stellung, freilich aber auch durch 
ihre verschiedenen physikalischen Eigenschaften. 

Wir erhalten dem Gesagten zufolge also folgende Reihe Holoeder 
fiir das hemitesserale System. 

1. Das Dyakisdodekaeder yt[kkl]^ Fig. 109, oder n\hlk] 
begrenzt von 24 triklinischen Flächen, deren Umriss ein Trapezoid mit 
zwei gleichen anliegenden Seiten ist. Unter den 26 Ecken sind 6 vier- 
flä<;hige rhombische und 8 dreiflächige hemitrigonale. Durch diese 
Ecken gehen die gleichnamigen Hauptaxen. Die übrigen 12 Ecken sind 
vierflächige monoklinische und liegen in den hexaedrischen Haupt- 
schnitten. Da die Kanten, welche ein einfaches dreiflächiges, hemitri- 
gonales Eck bilden, alle gleichwerthig, diejenigen aber, welche ein ein- 
faches vierflächiges, rhombisches Eck geben, abwechselnd gleichwerthig 
sein müssen, so folgt hieraus, dass die 48 Kahten dieser Form in eine 
Gruppe (iV) von 24 und in zwei Gruppen von je 12 gleichwerthigen 
Kanten zerfallen. Die Kanten (Jf, 2>) der letzteren zwei Gruppen 
liegen in den hexaedrischen Hauptschnitten. Die Flächen senkrecht 
zu den Kanten iV würden ein anderes Dyakisdodekaeder, die Flächen 
aber senkrecht zu den Kanten M oder 2> ein Pentagondodekaeder 
(s. unten) geben. 

2. Das hemisymmetrische Ikositetraeder9r{&j;A:},Fig. 110, 
stimmt zwar in geometrischer Hinsicht mit dem schon früher betrach- 
teten holosymmetrischen Ikositetraeder [hkk] überein, unterscheidet 
sich aber von letzterem durch seine physikalischen Eigenschaften. Die 
Flächen nämlich sind triklinische; ebenso haben die Ecken einen hemi- 
symmetrischen Charakter, wesshalb auch die Kanten M und 2> trotz 
gleicher Grösse nicht gleichwerthig sind. 

3. Das. hemisymmetrische Triakisoktaeder « [hhl], 
Fig. 111. In Betreff dieser Form gelten dieselben Bemerkungen, wie 
für die vorhergehende; auch hier sind die Begrenzungsflächen tri- 
klinische. 

4. DasPeutagondodekaeder n{hkO\^ Fig. 112, oder n\hOk\, 
eine von 12 monoklinischen Flächen umschlossene Form. Der Umriss 
dieser Flächen ist ein symmetrisches Fünfeck (§. 32). Diese Form ent- 
steht aus dem Dyakisdodekaeder durch Verschwinden der Kanten M; 
sie hat 8 hemitrigonale Ecken als Endpunkte der gleichnamigen Haupt-* 
axen and ausserdem noch 12 monoklinische Ecken, die in den hexae- 
drischen Hauptschnitten liegen, üttter den 30 Kanten sind 6 gleich- 
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werthige (-D) parallel den Axenrichtungeri, durch deren Mittelpunkte 
die rhombischen Hauptaxen gehen; die übrigen 24 Kanten N sind 
ebenfalls unter sich gleichwerthig. 

5. Das hemisymmetrische Dodekaeder «IllOI, Fig. 113, 
unterscheidet sich von dem holoedrischen durch den Charakter seiner 
Ecken und Flächen. Letztere sind, obwohl sie auf je zwei Haupt- 
schnitten senkrecht stehen, in Folge der Hemisymmetrie nach denselben 
monoklinische Flächen. 

6. Das hemisymmetrische Oktaeder « {111 1, Fig. 114, 
in geometrischer Hinsicht identisch mit dem holosymmetrischen. Die 
6 Ecken sind aber hier rhombische und die Flächen hemitrigonale. 

• 7. Das hemisymmetrische Hexaeder « jlOO), Fig. 115 
welches sich ebenfalls von dem holosymmetrischen nur in Bezug auf die 
Symmetrie der physikalischen Eigenschaften unterscheidet. Die 8 Ecken 
sind hemitrigonale, die 6 Flächen aber rhombische. 

S* 40. Hemitesserale Formen. B. Hemieder. 

Um auch noch die hemiedrischen Formen des hemitesseralen Sy- 
stems kennen zu lernen, brauchen wir nur die Arten der Hemiedrie, 
welche wir bei dem holotesseralen Systeme kennen gelernt haben, auf 
die Flächen des Dyakisdodekaeder anzuwenden. Es kommt diess darauf 
hinaus, dass wir jene Flächen des Schema (VUI) aufsuchen, welche 
auch in den beiden Schema (VI) und (VU) vorkommen. Welches der 
letzteren beiden Schema wir aber auch wählen, so erhalten wir immer 
nur die Flächen 

ihkl hJcl Jikl Tild 
klh klK Uh lll 
Ihk IhJc Thk Ihk 

welches abwechselnde Flächen abwechselnder Oktanten sind. Für das 
hemitesserale System ist also eine einzige Art der Hemiedrie möglich, 
welche uns durch das vorhergehende Schema repräsentirt wird, dessen 
Flächen die folgende allgemeinste Form dieser Gattung geben. 

8. Das Dyakishexaeder MwjAÄjZ), »«j/iZfc), %n[Tikl\^ %it\Tilh\. 
Das Schema (IX) gibt uns die Flächen der dem ersten Symbole 7ac\hU\ 
entsprechenden Form Fig. 116, vertauschen wir in demselben ifc und /, 
so erhalten wir die übrigen 12 Flächen des Dyakisdodekaeder «| AH), 
Ymd die Form xarjAZA} ist daher mit der vorhergehenden korrelat. Zwei 
solche korrelate Formen können aber nicht durch Drehung um irgend 
eine Axe in dieselbe Stellung gebracht, wie man sich durch Betrachtung 
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der Fig. 97 überzeugt; je zwei solche Formen sind vielmehr enantio- 
morph. Unterzieht man das zu dem früheren korrelate Dyakisdode- 
kaeder «[äW| derselben Hemiedrie , so erhält man zwei korrelate 
Dyakishexaeder x«|ÄfcZ} undxwjÄ/^|, die unter sich natürlich eben- 
falls enantiomorph, von den früheren zwei sich aber nur durch ihre 
Stellung unterscheiden, welche mit Bezug auf jede der Axenrichtungen 
eine um 90® gedreht ist. 

Die 12 Flächen der gegenwärtigen Form nun sind triklinische und 
die Umrisse derselben Fünfecke mit zwei Paar gleicher und anliegender 
Seiten, aber mit lauter verschiedenen Winkeln. Unter den 20 Ecken 
sind 8 hemitrigonale, von denen je vier verschiedener Art sind und 
ungleich weit vom Mittelpunkte abstehen; durch je zwei solche verschie- 
dene Ecken geht eine der vier hemitrigonalen Hauptaxen. Die übrigen 
12 Ecken sind triklinische. Die 30 Kanten zerfallen in eine Gruppe von 
6 gleichwerthigen (Z>) und in zwei Gruppen von je 12 gleichwerthigen 
Kanten (iV, 5). Die möglichen Flächen senkrecht zu den letzteren zwei 
Arten von Kanten geben wieder ein Dyakishexaeder, die senkrecht zu 
den Kanten D ein Pentagondodekaeder. Letztere Kanten sind parallel 
den hexaedrischen Hauptschnitten, durch ihre Mittelpunkte gehen die 
rhombischen Hauptaxen. 

Diese Form wurde übrigens noch nicht in der Natur beobachtet. 
Die Spezialisirung ihrer Indices ergibt aber noch die folgenden hieher 
gehörigen Hemieder. 

9. Das hemisymmetrische Trigondodekaeder %ic\1ikk\^ 
Fig. 117, oder xjrlÄfcfcl ; dasselbe ist in geometrischer Hinsicht iden- 
tisch mit dem holohexagonalen Trigondodekaeder, von dem es sich 
jedoch durch die physikalischen Eigenschaften seiner Ecken und Flächen 
unterscheidet. Letztere sind nämlich triklinisch, die Ecken aber hemi- 
trigoual. 

10. Das hemisymmetrische Triakistetraeder %it[hhl\^ 
Fig. 118, oder %n\h,hl\. In Betreff dieser Gestalt ist das für die vorher- 
gehende Gesagte zu wiederholen. Die geometrische Gestalt ist die- 
selbe wie die der entsprechenden holohexagonalen Form , die Flä- 
chen aber sind triklinische und die Ecken theils hemitrigonale, theils 
rhombische. 

11. Das hemisymmetrische Tetraeder ««{lllj, Fig. 119, 
oder ««{111}, welches sich von dem holohexagonalen durch die hemi- 
trigonalen Flächen und Ecken unterscheidet. 
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$. 41. Tesserale Kombinationen und ZwOlinge. 

ZuTörderst bemerken wir, dass in dem tesseralen Systeme hemi- 
morphe Kombinationen nicht möglich sind. Unter den Hauptschnitten 
dieses Systemes befindet sich nämlich keiner, der nicht mit einem der 
übrigen gleich werthig wäre; es kann daher eine He mim orp hie der 
tesseralenFormen nicht stattfinden, und also auch keine derartigen Kora- 
binationen geben. 

Die tesseralen Kombinationen zerfallen in hol osym metrische 
und hemisymmetrische; natürlich wird ein Krystall, je nachdem an ihm 
die eine oder die andere Art von Kombinationen auftritt, eine wesentlich 
verschiedene Symmetrie in seinen physikalischen Eigenschaften zeigen. 
Ist eine Kombination nor von gewissen speziellen Formen gebildet (wie 
Fig. 121), so können wir freilich durch die blosse Betrachtung der kry- 
stallographischen Verhältnisse nicht die Frage nach dem holo- oder 
hemisymmetrischen Charakter der Kombination feststellen. In einem 
solchen Falle geben nur die physikalischen Eigenschaften des betref- 
fenden Krystalles oder die Untersuchung anderer Krystalle derselben 
Substanz die nöthige Aufklärung. 

Je nachdem die Kombinationen bloss von holoedrischen Formen 
oder auch von hemiedrischen gebildet sind, unterscheidet man noch 
zwischen holoedrischen und hemiedrischen Kombinationen. Die bisher 
untersuchten tesseralen Substanzen, welche in hemiedrischen Kombi- 
nationen auftreten, haben jedoch, mit Ausnahme von kaum mehr als 
zwei Fällen immer holosyinmetrischen Charakter. Von der grossen 
Mannigfaltigkeit der tesseralen Kombinationen heben wir die nachfol- 
genden Beispiele hervor, welche sämmtlich für den Fall des Gleich- 
gewichtes gezeichnet sind. 

Fig. 120 gibt eine am Fluss spath beobachtete holoedrische und 
holosymmetrische Kombination der Formen 

{100}, 1421} 
a i 

Fig. 121 stellt eine hemiedrische dreizählige Kombination der 
Formen 

»{211}, x|322}, {UOj 
9 f. d 

vor; dieselbe wird am Fahlerze beobachtet und ist daher alsdann eine 
holosymmetrische. Die Symbole der Formen g und / bestimmen sich in 
diesem Falle durch blosse Benützung der Zonenregel: je eine Fläche^ 
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liegt nämlich mit zwei Flächen des Dodekaeders d, je eine Fläche / 
aber mit zwei Flächen des Trigondodekaeders g in einer Zone. 

In Fig. 122 ist eine holoedrische, hemisymmetrische Kombination 
des Schwefelkieses abgebildet, >^elche aus den Formen 

«11201, «|231|, «(111! 
€ n 

besteht. Hat man voraosgeschickt, dass die Kombination eine hemi 
symmetrische ist, so kann man in der Aufzählang ihrer Formen auch 
den Buchstaben n weglassen. 

Fig. 123 stellt eine hemiedriscbe, hemisymmetrische Kombination 
der Formen 

«[lOOj, «(120}, x«{lll| 
a c 

dar; dieselbe wird am chlorsauren Natron beobachtet; welches 
wie Marbach fand, auf das Licht zirkularpolarisirend einwirkt. 

Was die Zwillinge des tesseralen Systems betrifft, so sind bis 
jetzt nur zwei Gesetze für deren Bildung bekannt, indem nämlich nur 
die Flächen der Formen |111| und {110| als Zwillingsflächen auftreten. 
Was aber auch immer das Symbol der Zwillingsfläche wäre, so müsste 
bei tesseralen Zwillingen jede Fläche des einen Individuums immer eine 
mögliche Fläche des anderen sein. Wir wissen ja, dass tesserale Kry- 
stalle nach jeder ihrer Flächen isoschematisch sind, und dass daher 
eine Ebene, die durch Drehung um die Normale einer Fläche eines sol- 
chen Krystalles um 180® parallel einer anderen Fläche desselben wird, 
ebenfalls eine mögliche Fläche des Krystalles ist. 

Beispiele far das Zwillingsgesetz {111| geben die Fig. 124, 125 
und 126, in welchen immer die Normale der Fläche (111) als Zwillings- 
axe gewählt ist; die Zwillinge sind für den Fall ihres Gleichgewichtes 
entworfen, d.h. so, dass korrespondirende Flächen gleich weit von 
einem und demselben Punkte abstehen. Als einzelne Individuen wurden 
der deutlicheren Anschauung wegen nur einfache Formen gewählt, doch 
können natürlich auch Kombinationen in ähnlicher Weise zu Zwillingen 
vereinigt sein. 

Fig. 124 gibt einen Juxtapositions-Zwilling des Oktaeder, bei 
welchem sich auch die einzelnen Individuen im Gleichgewichte befinden; 
die korrespondirenden Flächen sind in der Zeichnung durch ihre Sym- 
bole ersichtlich gemacht. Dieser Zwilling wird unter anderen Mineralien 
aach am Spinell beobachtet. 
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Fig. 125, ebenfalls ein Juxtapositions-Zwilling, und zwar des 
Tetrakishexaeder {2101, ^^^ er am gediegenen Kupfer vorkommt; 
hier sind jedoch die beiden Individuen so verkürzt, dass nur das der 
Zwillingsfläche gegenüber liegende rhomboedrische Eck auftritt. Die 
Zwillingskanten, von denen keine einspringend ist, sind somit parallel 
den Kanten G des Tetrakishexaeder, welche in dem dodekaedrischen 
Hauptschnitte Q^ liegen. 

In Fig. 126 ist ein Penetrationszwilling des Hexaeders {110) ge- 
zeichnet, für den Fall, dass die Mittelpunkte der beiden im Gleich- 
gewichte befindlichen Individuen zusammenfallen. Aehnliche Gestalten 
werden am Flussspathe beobachtet. 

Was das zweite Zwillingsgesetz {110| betrifft, so gibt dasselbe 
Zwillinge, deren einzelne Individuen parallele Axensysteme haben. Das 
charakteristische Axensystem jedes tesseralen Krystalles ist nämlich 
isoschematisch nach jedem dodekaedrischen Hauptschnitte; dreht man 
daher dasselbe um die Normale einer Fläche der Form {110| um 180^, 
so wird es wieder sich selbst parallel. Hieraus folgt, dass, wenn zwei 
Individuen sich mit Bezug auf eine Dodekaederfläche in Zwillingsstel- 
lung befinden, diess auch für alle anderen Flächen der Form {llOj der 
Fall ist. Man ersieht hieraus aber auch, dass jeder holotesserale Holo- 
eder durch Drehung um die Normale einer Fläche { 110| um 180® wieder 
sich selbst parallel wird, und dass daher eigentlich von holoedrischen, 
holptesseralen Zwillingen nach dem Gesetze jllO} keine Rede sein 
kann. Dasselbe gilt aber auch von den holotesseralen Hemisdern, 
welche freilich durch die angegebene Drehung in die korrelate Form 
übergehen. Da wir aber solche korrelate Individuen nur immer so beob- 
achten, dass sie sich gegenseitig vollkommen durchkreuzen, so ist es 
ofi^enbar, dass wir es auch in diesem Falle nicht mit wirklichen Zwil- 
lingen nach {liO}, sondern bloss mit sogenannten Ergänzungszwillingen 
zu thun haben, die weniger zwei getrennte Individuen als eine eigen- 
thümliche Fläcbenausbildung des entsprechenden Holoeders bedeuten. 
Fig. 127 gibt ein am Di am ante beobachtetes Beispiel; es durch- 
kreuzen sich hier zwei korrelate Individuen, bestehejid beziehungsweise 
aus den Formen 

*|321), x(lll) undx{S21},x{Ill} 
n e w 

Anders stellt sich jedoch die Sache mit Bezug auf das hemitesse- 
pale System, in welchem die dodekaedrischen Hauptschnitte keine 
Ebenen der Symmetrie mehr sind. Dreht man eine hemisymiuetrisehe 
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Form um die Normale einer Dodekaederfläche um 180*^, so geht sie 
freilich, was ihre äusseren Umrisse betrifft, ebenfalls in die korrelate 
Form über; allein wirklich korrelate Formen unterscheiden sich hier, 
wie wir gesehen, durch die physikalischen Eigenschaften. Haben also 
bei einem hemitesseralen Zwillinge nach |110| die Flächen korrespon- 
dirender Formen der beiden Individuen dieselben physikalischen Eigen- 
schaften, so hat man es mit einem wirklichen Zwillinge zu thun; hätten 
jene Flächen aber verschiedene Eigenschaften , so würden sie einem 
Ergänzungszwillinge, bestehend aus zwei korrelaten Individuen, ange- 
hören. Ob der letztere Fall in der Natur vorkommt, dafür liegt kein 
gehörig festgestelltes Beispiel vor. Aber auch im ersteren Falle durch- 
kreuzen sich die beiden Individuen nach Art der Ergänzungszwillinge. 
So gibt Fig. 128 einen Zwilling des Schwefelkieses, bestehend aus 
den beiden einfachen Formen 

«{210| und«jl20| 
z c 

dessen wahre Natur wir freilich durch die blosse Betrachtung seiner 
äusseren Umrisse nicht erkennen. Man trifft aber am Schwefelkiese den- 
selben Zwilling noch mit den Flächen des Hexaeders, wobei die letz- 
teren Flächen , je nachdem sie dem einen oder anderen Individuum 
angehören^ die in Fig.^129 angegebene kreuzförmige Streifung zeigen. 
Diess beweist, dass man es mit einem wirklichen Zwillinge nach {110| 
zu thun hat, da im entgegengesetzten Falle jede Hexaederfiäche nur nach 
einerlei Richtung gestreift sein könnte. 

Denkt man sich in Fig. 129 die Flächen des Hexaeders, wie diess 
ebenfalls am genannteu Minerale beobachtet wird, so vergrössert, dass 
schliesslich die Flächen c und z ganz verschwinden , so erhält man ein 
Hexaeder, das zufolge der Streifung seiner Flächen als der Zwilling 
eines bemisymmetrischen Hexaeders nach |110) aufzufassen ist. 



6. Kapitel. 



Die Symmetrieverhältnisse des hexagonalen Systems. 

§. 42. Die gleichwerthigen Ebenen der holo- und hemihexagonalen 

Systeme. 

Hexagonal nennen wir Krystalle mit 7 Hanptschnitten, von wel- 
chen sechs (P, P'. . . .) tautozonal sind und sich unter Winkeln von 
30® kreuzen, der siebente {T) aber senkrecht steht auf den anderen. 
Die diesen Hauptschnitten auf der Sphäre der Projektion entsprechen- 
den Hauptzonenkreise sind in Fig. 130 dargestellt, wobei der Haupt- 
schnitt T als Ebene der Zeichnung gewählt, das Auge aber in den zu 
T senkrechten Radius der Kugel versetzt gedacht ist. Die Durch- 
schnittspunkte dieser Zonenkreise sind natürlich die Pole möglicher 
Flächen, und zwar werden letztere Flächen die Hauptschnitte selbst 
sein müssen, indem ja die Durchschnittslinie je zweier Hauptschnitte 
senkrecht zu einem dritten Hauptschnitte ist. Die den sechs tautozo- 
naien Hauptschnitten entsprechenden Hauptzonenkreise werden sich 
alle in einem und demselben Punkte schneiden, welcher offenbar der 
Pol des Hauptschnittes T ist. Gleich weit von letzterem Punkte abste- 
hend werden wir immer die Pole dreier Flächen Z7, F, W bestimmen 
können (§. 27), so dass dieselben beziehungsweise in drei Haupt- 
schnitten liegen, welche sich unter Winkeln von 60® kreuzen wie P, 
Q, R, Wir beziehen nun hexagonale Krystalle immer auf ein Axen- 
system, dessen Richtungen durch drei Flächen wie f7, F", TF, dessen 
Längen aber durch den Hauptschnitt T bestimmt werden. Die Elemente 
hexagonaler Krystalle haben somit die Form 

a ', a i cb 
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und sind nor mit Bezug auf die Grösse der drei gleichen Axenwinkel 
unbestimmt. Verschiedene hexagonal krystallisirende Körper können 
sich daher auch nur durch die Grösse dieses Winkels unterscheiden. 
Es ist aber klar, dass für einen und denselben Krystall verschiedene 
ähnliche Axensysteme möglich sind, je nachdem man Flächen {7, F, W 
wählt, deren Pole (100), (010), (001) verschieden weit vom Pole des 
Hauptschnittes T abstehen, oder auch, indem man Flächen der drei 
anderen Zonenkreise P', Q% R* zu Axenebenen wählt. Wir nennen 
nun jene drei Hauptschnitte, in welchen die Pole (100), (010), (OOl)der 
Axenebenen Z7, F, TF liegen, die primären, die anderen der tauto- 
zonalen Hauptschnitte die sekundären, den zu ihnen senkrechten 
Hauptschnitt Taber den basischen. 

Jeder der primären Hauptschnitte ist senkrecht zu einem der 
sekundären und umgekehrt. In den primären Hauptzonenkreisen liegen 
auch die Endpunkte JC, Y, Z der Axenrichtungen, d. i. der Durch- 
schnittslinien der Flächen Z7, F, W, Diese Punkte liegen auf derselben 
Seite des Poles von T, wie die entsprechenden Pole (100), (010), 
(001), und zwar weiter oder näher als letztere vom Pole T entfernt, 
je nachdem der Winkel (100) (010), d. i. der Normalenwinkel der 
Axenebenen kleiner oder grösser als 90® ist (§. 27). Letzterer Winkel 
ist nämlich kleiner oder grösser als ein rechter, je nachdem der Axen- 
winkel grösser oder kleiner als 99® ist. Die Punkte X^ F, Z stel)€n 
natürlich unter sich und vom Pole T gleich weit ab. För das einge- 
führte Axensystem werden aber die Symbole der Hauptschnitte (§. 27) 

P(OII), «(101), Ä (110), 

p'Ciii), edü), i2 (112), 
r(iii), 

mit Hilfe deren man sich leicht überzeugt, dass auch in diesem Sy- 
steme jeder Hauptzonenkreis dieselben Indices hat wie der Haupt- 
schnitt, dessen Durchschnitt mit der Sphäre der betreffende Zonenkreis 
eben ist. 

Da diese Symbole auch noch die Hauptschnitte repräsentiren, 
wenn man alle Indices mit entgegengesetzten Vorzeichen versieht, so 
haben wir für jeden Hauptschnitt zwei Symbole, welche den beiden 
gerade entgegengesetzten Polen desselben entsprechen. Es ist auch 
nicht schwer, für jeden dieser Pole mit Hilfe des %, 14 das zugehörige 
Symbol anzugeben, indem, wie aus Fig. 130 hervorgeht, die Pole 
der Hauptschnitte immer mit einem der Pole (100), (010), (001) 
aaf derselben Seite eines der Hauptzonenkreise liegen. So muss für 
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jede Ebene (AH), deren Pol auf derselben Seite der Zone Q = [101 ) 
wie der Pol (100) liegt, offenbar — h -{- l <^ sein, daher der dem 
Pol (lob) zunächst gelegene Pol des Hauptschnittes P nur das Symbol 
(2ll) und nicht (211) haben kann. Hiedurch rechtfertigt sich also die 
in Fig. 130 angegebene Bezeichnung der Pole der Hauptschnitte. 

Die hexagonalen Krystalle sind nicht nur bei jeder Temperatur 
nach ihren Hauptschnitten isoschematisch, sondern auch mit Bezug auf 
jede mögliche Fläche, deren Pol in dem Hauptzonenkreise T liegt, da 
dieser Zone Hauptschnitte angehören, die nicht auf einander senk- 
recht stehen. 

Schlagen wir , um zur Kenntnis der gleichwerthigen Richtungen 
und Ebenen zu gelangen, das im §. 27 angegebene Verfahren ein, so 
kommen wir mit dem eben bestimmten Axensysteme nicht durch, da 
dasselbe bloss nach den primären Hauptschnitten ein isoschematisches 
Axensystem, und zwar der zweiten Art ist. Wir würden also noch ein 
Axensystem für die sekundären Hauptschnitte und eines für den basi- 
schen Hauptschnitt benöthigen. Allein wir brauchen die sekundären 
Hauptschnitte nicht weiter zu berücksichtigen ; ist nämlich ein Kom- 
plex von Ebenen isoschematisch nach dem basischen und den primären 
Hauptschnitten, so muss er es dem §.21 zufolge auch mit Bezug auf 
die sekundären sein, indem jeder der letzteren Hauptschnitte senk- 
recht ist zu einem primären und zu dem basischen Hauptschnitte, 
welche zwei Flächen sich unter Winkeln von 90® schneiden. 

Die Aufsuchung der gleichwerthigen Richtungen und Ebenen re- 
duzirt sich also auf die Aufgabe, die Ebenen zu bestimmen, die mit 
einer gegebenen Ebene eine nach dem basischen und den primären 
Hauptschnitten isoschematischen, einfachen Komplex bilden. Wie man 
nun mit Hilfe des eingeführten Axensystems für die letzteren Haupt- 
schnitte die mit einer Ebene isoschematischen finden könne, ist klar. 
Für den basischen Hauptschnitt aber hätten wir die gegebene Ebene 
mit Hilfe der Formeln für die Aenderung der Axen erst auf ein Axen- 
system zu beziehen, das isoschematisch nach dem basischen Haupt- 
schnitte ist, alsdann je nach der Art dieses Axensystems für dasselbe 
das Symbol der isoschematischen Ebene zu ermitteln und diese zuletzt 
wieder auf das ursprüngliche Axensystem zu beziehen. Wir wollen 
dieses Problem aber direkt lösen und zeigen, wie man für irgend eine 
Ebene das Symbol der inversen Ebene findet. 

Man nennt nämlich von zwei Ebenen die eine die direkte, die 
andere die inverse, wenn der äussere Neigungswinkel derselben durch 
den basischen Hauptschnitt haibirt wird, demgemäss also zwei solche 
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Ebeuen isoschematisch nach letzterem Hauptscbnitte sein werden. Die 
Pole solcher Ebenen werden offenbar in einem und demselben Zonen- 
kreise mit dem Pole (111) zu beiden Seiten desselben liegen und gleich 
weit von demselben abstehen müssen. Sind nun die Symbole der zwei 
Ebenen etwa 

Eihkt) und E'iefg-) 

so wird der Kreuzungspunkt der Zone [{hkl) (111) {efg)} mit dem 
Hauptzonenkreise T der Pol einer Fläche S sein, deren Symbol 

8{k-\-l -2h, Z -{- Ä — 2ÄJ, h-\-h~ 21) 

wird, wenn man die Indices der ersteren Zone aus den beiden Flächen 
(hkl) und (1 1 1) derselben berechnet. Die Entfernung des Poles S vom 
Pole (111) ist aber offenbar 90^, da ja letzterer Pol von jedem Punkte 
des Hauptzoneokreises T um diesen Betrag absteht. Die Ebene 8 wird 
daher den inneren Neigungswinkel der beiden Ebenen E und JS' hal- 
biren, und wir können dem §. 19 zufolge die Indices der Ebene E durch 
die Indices der Ebenen -&',£», T ausdrücken. Wir erhalten auf diese Weise 



und 






Somit wird, wenn wir die oberen Zeichen beibehalten 

e= ^ h-\-2k + 2l 1 

/= 2Ä-^ fc + 2M .(X) 

^= 2h-{-2k— l ] 

Dass aber die oberen Zeichen die richtigen sind, ergibt sich aus 

[VT ~\ 
j^^rp negativ 

sein, da die Pole E und E' auf entgegengesetzten Seiten des Poles T 
sich befinden. Mit Hilfe der oberen Zeichen findet man nun wirklich 

r ET 1 _ [- (/tfcoriiQ ] _ r k — L. 1 __ r k ^ i.. i 
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Die Gleichungen (X) müssen natürlich lichtig bleiben, wenn man 
die Indices e, /, g und A, k^ l gegenseitig vertauscht, wovon man sich 
leicht auch durch Auflösung der Gleichungen nach A, k^ l überzeugen 
könnte. Sind die Indices A, k^ l rational, so sind es auch die Indices 
e, /, ^, und die Gleichungen (X) enthalten somit den Beweis, dass 
wirklich zu jeder Fläche eines hexagonalenKrystalles eine in verse Fläche 
möglich ist. Diess folgt aber schon daraus, dass ein solcher Krystall 
nach drei Flächen wie die primären Hauptschnitte sind , isoschema- 
tisch ist. 

Aus der Symmetrie der Gleichungen (X) erhellt auch sogleich, 
dass, wenn ißfg) die inverse Ebene von(AW) ist, und man die Ordnung 
der Indices in dem letzten Symbole ändert, zu der so erhaltenen Ebene 
aber wiederum die inverse bestimmen soll, man einfach auch in dem 
Symbole (jfg) die Ordnung der Indices auf dieselbe Weise zu ändern 
hat. Vertauscht man z. B. in den Gleichungen A mit fc, so geht offen- 
bar auch d in / und / in « über. 

Gehen wir nun zur Bestimmung der Ebenen über, die etwa mit 
der Ebene {hkV) einen nach den Hauptschnitten P, Q,-B, Tisoschema- 
tischen, einfachen Komplex bilden. Wir beginnen mit dem Haupt- 
schnitte P, mit Bezug auf welchen das eingeführte Axensystem ein 
isoschematisches der zweiten Art ist, und erhalten daher durch Ver- 
tauschung der betreffenden Indices die zwei Ebenen 

hkl^ hlk 

Indem wir das gleiche Verfahren auf den Hauptschnitt Q anwen- 
den, erbalten wir die Ebenen 

hkl hlk 
Ikh klh 

Der Hauptschnitt JR gibt nur zwei neue Ebenen, so dass wir jetzt 
die sechs Ebenen 

j hkl klh Ihk 
^ -^ \ hlk Ikh khl 

haben. Gehen wir nun auf den basischen Hauptschnitt über, so haben 
wir nach den früheren Bemerkungen zu jeder der sechs Ebenen des 
vorhergehenden Schema (XI} die inverse Ebene zu suchen. Diess ge- 
schieht aber nach dem zuvor Gesagten dadurch, dass wir die durch 
die Gleichungen (X) gegebenen Indices ^, /, g auf dieselbe Weise 
anordnen, in der die Grössen A, k, l in den Symbolen (XI) aufeinander 
folgen. Wir erhalten so im Ganzen die zwölf Ebenen 
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hkl hlh Ihk 

hlk Ikh khl , 

\ (XII) 

</> fff^ 9^f 

^gf H 9f^ 

Setzen wir das Verfahren jetzt wieder fiir den Hauptschnitt P 
fort, so überzeugen wir uns sogleich, dass eine weitere Fortsetzung des 
Verfahrens keine neuen Ebenen mehr ergibt, und dass also die Ebenen 
(XIl) wirklich einen einfachen Komplex vorstellen, der isoschematisch 
ist nach dem basischen und den primären Hauptschnitten und in Folge 
dessen auch nach den sekundären Haupt schnitten. Die Symbole der 
Ebenen (XU) leiten sich offenbar aus einer derselben dadurch ab, 
dass man in dem Symbole dieser Ebene und in dem ihrer inversen 
Ebene jede mögliche Permutation der Indices vornimmt; die Anzahl 
aller Permutationen dreier Grössen ist ja sechs. Diese Regel muss na- 
türlich auch noch für spezielle Lagen der Ebenen (XII) gelten. 

Es soll nun auch noch die Vertheilung der Pole dieser Ebenen auf 
der Sphäre der Projektion angegeben werden. Man siebt hiebei sogleich, 
dass, wenn nur der Pol einer der Ebenen (XII) , etwa (hkt)^ auf der 
oberen Qeite des basischen Hauptschnittes liegt, diess auch für die 
Pole der übrigen Ebenen (XII) gelten muss. Denn ist für die gewählte 
Ebene A -|- ^ + ' }> 0, so ist auch für alle übrigen Ebenen die Summe 
ihrer Indices grösser als Null. Wir wollen nun im Folgenden annehmen, 
dass die Pole der Ebenen (XII) wirklich auf die obere Hälfte der Pro- 
jektionssphäre entfallen. Hiedurch wird aber die Allgemeinheit unserer 
Untersuchung nicht beeinträchtigt; denn lägen die Pole der Ebenen 
(XII) alle auf der unteren Seite des basischen Hauptschnittes, so kön- 
nen wir dieselben durch Umänderung der Zeichen aller Indices in solche 
verwandeln, deren Pole auf der oberen Seite liegen. Durch diese Aen- 
derung der Vorzeichen wird ja die Richtung der Ebene nicht geändert, 
und sie werden daher dann noch ebenso gut dazu dienen, die gleich- 
wertbigen Ebenen der hexagonalen Systeme zu bestimmen. 

Da nun der Ebenen (XII) zwölf sind, so ist klar, dass in jedes 
der zwölf Dreiecke, in welche die Halbsphäre durch die Hauptschnitte 
getheilt wird, der Pol je einer dieser zwölf Ebenen entfallen muss, und 
dass in gegenüberliegende dieser Dreiecke auch immer die Pole zweier 
Ebenen liegen werden, wovon die eine die inverse der anderen ist. Kennt 
man daher die Lage der Pole der sechs ersten oder sechs letzten der 
Ebenen (XII), so ist auch die der übrigen Pole hiedurch gegeben. Jede 
dieser zwei Gruppen von Ebenen ist aber isoschematisch nach den 
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primären Hauptschnitten, es werden daher auch die Pole ihrer Ehenen 
in solchen sechs Dreiecken der Fig. 130 liegen müssen, die mit Bezug 
auf die primären Hauptschnitte symmetrisch liegen. Solche sechs Drei- 
ecke sind aber sowohl diejenigen, welche je einen der Axenpunkte 
JT, y, Z enthalten, als auch die übrigen sechs Dreiecke. Wir nennen 
die ersteren dieser Dreiecke die direkten, und ebenso Ebenen , deren 
Pole in denselben liegen, vorzugsweise direkte im Gegensatze zu den 
inversen Ebenen, deren Pole in die übrigen sechs inversen Drei- 
ecke entfallen. 

Von den zwölf Ebenen (XH) werden daher entweder die sechs 
ersten oder die sechs letzten die direkten Ebenen sein, und wir wollen, 
um eine bestimmte Annahme zu machen, voraussetzen, dass die mit 
den Indices A, h, l bezeichneten Ebenen (XIl) die direkten wären. Die 
Lage der Pole dieser Ebenen ergibt sich dann sehr leicht aus der Lage 
des Poles einer dieser Ebenen, indem, wie man sich durch Betrachtung 
der Fig. 130 überzeugt, je zwei aufeinander folgende der direkten 
Dreiecke sich gleich gegen eine der Axenrichtungen verhalten mit 
Bezug auf die zwei anderen aber entgegengesetzte Lage haben. Es 
werden daher auch die Symbole zweier der direkten Ebenen , deren 
Pole in zwei aufeinander folgenden der direkten Dreiecke liegen , sich 
nur durch die Vertauschung der betreffenden zwei Indices unter- 
scheiden können. Nehmen wir also etwa an, dass in das Dreieck 
(111) (211) (115) der Pol der Ebene {hkT) entfällt, so wird in dem 
Dreiecke (111) (l2l) (OlT) der Pol (MZ) liegen müssen u. s. f. Es 
ist klar, das zwischen je zwei aufeinander folgenden inversen Drei- 
ecken, sowie zwischen den Symbolen der ihnen angehörigen inversen 
Ebenen dieselbe Beziehung wie für zwei solche direkte Dreiecke statt- 
findet, und dass daher die Anordnung der Pole der inversen Ebenen 
sich ebenfalls aus der Lage eines einzigen derselben ergibt. Diese Pole 
bestimmen sich, wie schon erwähnt, aber auch dadurch, dass jeder 
derselben mit dem Pole der zugehörigen direkten Ebene und mit dem 
Pole (111) in einem Zonenkreise liegt, ebenso weit von letzterem Pole 
abistehend wie der direkte Pol. 

Die Pole aller Ebenen (XII) werden, wie diess auch aus §.21 
hervorgeht, gleich weit von dem Pole (111) abstehen und die Winkel 
zwischen je zwei benachbarten dieser Pole werden riurzweierlei verschie- 
dene Werthe haben, die in der Aufeinanderfolge immer mit einander 
abwechseln. Der Winkel zwischen je - zwei benachbarten Polen wird 
aber offenbar immer von dem dazwischen liegenden Hauptschnitte hal- 
birt; je zwei solche Pole stehen daher gleich weit ab von dem Pole 
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einer Fläche, welcher der Zone der zwei ersten Pole und dem zwischen 
beiden liegenden Hauptzonenkreise angehört. Durch diese Bemerkung 
ist es auch möglich, die genaue Lage der Polpunkte auf der Sphäre 
aus der Lage eines dieser Pole zu finden, welches Problem jedoch in 
ein späteres Kapitel gehört. 

Die inversen Flächen der Axenebenen Z7(100), FCOlO), Tr(001) 
haben, wie diess aus den Gleichungen (X) folgt, die Symbole Cf 22), 
C2l2), (221); bestimmt man mit Hilfe dieser Flächen und der 
Fläche (111) ein Axensystem, so wird sich dasselbe von dem ursprüng- 
lichen Axensysteme nur dadurch unterscheiden, dass es um die Normale 
zu dem basischen Hauptschnitte um 180® herum gedreht ist. Wir können 
diese beiden Axensysteole daher auch als direktes und inverses unter- 
scheiden. Es ist klar, dass sich die inversen Ebenen zu dem inversen 
Axensysteme gerade so verhalten, wie die direkten Ebenen mit Bezug 
auf das direkte Axensystem. Auf das inverse Axensystem bezogen, 
würden daher direkte und inverse der Ebenen (XII) gegenseitig ihre 
Indices vertauschen. 

Durch das bisher Entwickelte ist also die in Fig. 130 gegebene 
Vertheilung der Pole der Ebenen (XII) vollkommen gerechtfertigt. 
Handelt es sich um spezielle Zahlen werthe der Indices, so hat man 
freilich, um die Lage der Pole nach dem Schema der Fig. 130 an- 
geben zu können, erst zu untersuchen, welche der Ebenen (XII) die 
direkten sind, und welcher Pol der direkten Ebenen in das Dreieck 
(111) (211) (lOl) entfällt. Um die Kennzeichen für diese zwei Fälle 
zu erhalten , wollen wir jetzt noch die Bedingungen für die Indices 
Ä, fc, l aufsuchen, unter welchen der Pol der Ebene (Afci), wie diess in 
Fig. 130 vorausgesetzt ist, in das Dreieck (111) (211) (lOl) entfällt. 
Damit nun der Pol {hkT) in diesem Dreiecke liege, genügt es offenbar, 
dass derselbe folgende drei Bedingungen erfülle: derselbe muss 

erstens auf derselben Seite des Zonenkreises 2][111] liegen, wie 
die Pole der Flächen (111), (100) , 

zweitens auf derselben Seite des Zonenkreises P[01fJ wie die 
Pole (011), (112)...., 

drittens endlich auch auf derselben Seite des Zonenkreises 
(2'(121) wie die Pole (100), (121). . . . liegen. 

In speziellen Fällen kann allerdings der Pol (hkl) auch in einem 
oder mehreren dieser Zonenkreise liegen, ohne dadurch aufzuhören, ein 
Punkt des betrachteten Dreieckes zu sein. Mit Rücksicht auf diese 
Bemerkung geben die angeführten Bedingungen dem §. 14 zufolge für 
die Indices Ä, A;, l die folgenden Relationen : 

y. L a n g , Xrystaliograpliie. j a 
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A4- fc + Z>0 

Jfc- l>0 

Ä _ 2Jb 4- Z > 

Die zwei letzten dieser Relationen lassen sich leicht in eine zu- 
sammenfassen. Addirt man nämlich znr zweiten Relation beiderseits k^ 
so erhält man 

2ik - Z > fc 
und die dritte Relation gibt alsdann 

h>2k - l>k. 

Demzufolge können wir somit folgenden *Satz aussprechen : 

„Der Pol der Ebene (jkkt) fällt innerhalb des Dreieckes 
(111) f2ll) (lOT) oder ausserhalb desselben, je nachdem die Indices 
dieser Ebene den Relationen A -|- fc + ' ^ und h> 2k — ^ > fc 
genügen oder nicht." 

In dem angegebenen Dreiecke werden also aach die Pole der Flä- 
chen (532), (3IT), (321), (112) liegen müssen. 

Die Bedingung h > k > l^ welcher diesem Satze zufolge die 
Indices einer Ebene, deren Pol dem Dreiecke (111) (2IT) (lOl) ange- 
hört, genügen müssen, kann nur für dieses eine der direkten Dreiticke 
bestehen. Es geht diess daraus hervor, dass die Ebenen der anderen 
Dreiecke durch Vertauschung der Indices A, k, l erhalten werden, und 
alsdann natürlich nicht mehr der erste grösser als der zweite, dieser 
aber grösser als der dritte sein kann. Mit Rücksicht hierauf kann man 
auch leicht die Frage beantworten, welche Bedingungen die Indices 
einer Ebene E zu erfüllen haben, damit der Pol der letzteren über- 
haupt in eines der oberen direkten Dreiecke entfalle. Ordnet man 
nämlich die Indices dieser Ebene nach ihrer Grösse in fallender Reihe, 
so erhält man hiedurch das Symbol einer Ebene JP, deren Pol natürlich 
ebenfalls in einem der direkten Dreiecke, und zwar dem Gesagten 
zufolge in dem Dreiecke (111) (2ll) (lOlj liegen muss. Indem wir 
nun auf die Ebene F den zuletzt bewiesenen Satz anwenden, erhalten 
wir unmittelbar den folgenden : 

„Der Pol einer Ebene J5, deren grässter, mittlerer und kleinster 
Index der Reihe nach j?, j, r sind, wird, falls J?-|-2-j-^ ^ 0, in eines 
der oberen direkten oder inversen Dreiecke zu liegen kommen, je nach- 
dem diese Indices der Relation i? > 2y — r genügen oder nicht.*' 

Es ist jetzt auch leicht die Bedingung anzugeben, unter welcher 
der Pol der Ebene (_efg) in das Dreieck (111) (211) (TOl) entfallt. 
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Man kann diese Bedingungen aas dem entsprechenden Satze für das 
direkte Dreieck ableiten, indem, wenn der Pol [ßfg) in das erwähnte 
Dreieck fallen soll, der Pol der zu {efg') inversen Ebene natürlich dem 
Dreiecke (111) C2TT) (lOl) angehören muss. Man kann diese Bedin- 
gungen aber auch leicht direkt wie früher ableiten und hat also den Satz: 

„Der Pol der Ebene {efg) fällt innerhalb oder ausserhalb des 
Dreieckes (iti) (211) (T^O? j^ nachdem die Indices derselben den 
Relationen e -f- / + ^ ^ und e ^2f — g <f genügen oder nicht." 

Bei dieser Gelegenheit wollen wir die Regel angeben, nach der 
wir die zur Bezeichnung dienenden Flächen der hexagonalen Formen 
wählen. Es ist leichteinzusehen,dassauch die einfachste dieser Formen 
wenigstens drei obere Flächen wird haben müssen, welche symmetrisch 
um den Pol (111) liegen werden. Sind nun diese drei Flächen direkte, 
so wird jedenfalls der Pol einer derselben entweder in das Dreieck 
(111) (2TI) (101) oder in das Dreieck (111) (211) (lIO) entfallen 
müssen; sind jene drei Flächen aber inverse, so wird ein Pol derselben 
jedenfalls in eines der beiden entgegengesetzten Dreiecke (1 1 l)(2l 1)(I01) 
und (111) (211) (II 0) zu liegen kommen. Zur Bezeichnung der heza- 
gonalen Formen wählen wir nun vor Allem die direkten Flächen^ und 
zwar zuerst diejenige, deren Pol in das Dreieck (111) (211) (101) 
entfällt, im Ermanglungsfalle aber die Fläche, deren Pol in dem an- 
liegenden Dreiecke (111) (2TI) (IIO) liegt; hat die Form jedoch bloss 
inverse Flächen, so benützen wir zur Bezeichnung in erster Linie die 
Fläche, deren Pol in dem Dreiecke (111) (2ll) (lOl) liegt, in zweiter 
Linie aber diejenige, deren Pol dem Dreiecke (111) (211) (IlO) 
angehört. 

Schema (XII) gibt uns die Anordnung, welche gleichwerthige 
Ebenen im holohexagonalen Systeme im Allgemeinen haben müs- 
sen, die Normalen dieser Ebenen geben uns dann gleichwerthige Rich- 
tungen dieses Systems. Die 7 Hauptschnitte sind in diesem Falle alle 
Ebenen der Symmetrie; mit Bezug auf ihre Gleichwerthigkeit theilen 
sie sich aber in drei Gruppen, von denen eine bloss aus dem basischen 
Hauptsehnitte besteht, während die primären und sekundären Haupt- 
schnitte die zwei anderen Gruppen bilden. Man überzeugt sich hieven 
leicht, wenn man im Schema (XII) die Indices A, i, l so wählt, dass 
die Ebene (AiZ) einmal zur Fläche (111), dann zur Fläche (011) und 
schliesslich zur Fläche (211) wird. Im ersten Falle nämlich reduziren 
sich die Ebenen (XII) alle auf die Fläche (111), im zweiten aber auf 
die Flächen 

(OIT), (TOI), (110), (Oll), (101), (TiO), 

it* 
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welche paarweise den primären Hauptschnitten parallel sind; ebenso 
geben im dritten Falle die Ebenen (XII) die drei sekundären Haupt- 
schnitte. 

Gehen wir nun zum Falle der Hemisymmetrie über, so finden 
wir leicht durch Betrachtung der Fig. 130, dass, wenn es sich um sechs 
der Ebenen CXII) handelt, deren Anordnung mit Bezug auf gleich- 
werthige Hauptschnitte immer dieselbe ist, diess auf dreierlei Arten 
bewerkstelligt werden kann, wie es die folgenden drei Schema lehren : 

^^ -^ \ hlk Ikh khl 

j hkl klh Ihk 
\ ^f9 fff^ ffef 

Die Anordnungen (XIII) und (Xllla) sind aber nicht wesentlich 
von einander verschieden. Die Ebenen (XIII) verhalten sich nämlich 
gerade so mit Bezug auf die primären Hauptschnitte, wie diess die 
Ebenen (Xllla) mit Bezug auf die sekundären thun. Der Unterschied, 
den wir aber zwischen primären und sekundären gemacht, ist ein ganz 
willkürlicher, und wir können immer an verschiedenen Substanzen, 
welche hexagonal krystallisiren, je drei beliebige der Hauptschnitte, 
welche sich unter Winkeln von 60® schneiden, zu primären Haupt- 
schnitten machen. Für Krystalle einer und derselben Substanz können 
aber natürlich diegleich werthigen Ebenen nicht durch (XIII) und (Xllla) 
gegeben sein, da ja diess unmöglich ist. 

Wir haben also im hexagonalen Systeme ein proto- und deutero- 
hemisymmetrisches System, deren gleich werthige Ebenen und Richtungen 
durch die Schema (XIII) und (XIV) gegeben sind. Das erstere dieser 
Systeme kann man auch kurz als rhomboedrisches bezeichnen; 
in demselben sind diejenigen drei Hauptschnitte, welche die Winkel 
je zweier benachbarten der Ebenen (XHI) halbiren. Ebenen der Sym- 
metrie. Die Ebenen (XIII) bilden nämlich, wie aus der üebereinstim- 
mung der Schema (XIH) und (XI) hervorgeht, einen einfachen, nach 
den erwähnten Hauptschnitten isoschematischen Komplex, Diese 
Hauptschnitte wählen wir auch immer als primäre. 

In dem gyroidalen Systeme dagegen, dessen gleichwerthige 
Richtungen und Ebenen durch das Schema (XIV) gegeben sind, 
ist der basische Hauptschnitt eine Ebene der Symmetrie, da zu 
jeder direkten Ebene auch die entsprechende iüverse gleichwertig ist. 
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Mit Bezag auf diesen Haiiptschnitt bilden aber die Ebenen (XIV) 
offenbar einen isoschematischen dreizähligen Komplex. Von den übrigen 
Hauptschnitten ist keiner eine Ebene der Symmetrie. 

Durch das zuletzt Gesagte überzeugt man sich auch,dass wirklich, 
wie diess der Fall sein muss , die Symmetrieverhältnisse der hemi- 
hexagonalen Systeme nicht mit denen anderer Systeme zusammenfallen. 

Um schliesslich auch noch für die verschiedenen hexagonalen 
Systeme die speziellen Fälle kennen zu lernen, welche für die Zahl und 
Anordnung der gleichwerthigen Ebenen und Richtungen dieser Systeme 
stattfinden können, haben wir die Fälle zu betrachten, in welchen die 
Normalen der Ebenen (XII) parallel einem oder mehreren der Haupt- 
schnitte werden. Es genügt aber hiebei, eine einzige dieser Ebenen, 
etwa (AW) zu untersuchen. Fällt nämlich der Pol einer der Ebenen 
(Xn) in einen der Hauptschnitte, so wird nach dem, was wir über die 
Vertheilung der Pole dieser Ebenen gesagt haben, diess auch für die 
übrigen dieser Ebenen stattfinden müssen, wie sich jedoch auch in 
jedem der folgenden speziellen Fälle leicht beweisen liesse. Da nun im 
Einklänge mit dem früher Gesagten der Pol der Ebene (hkl} in dem 
Dreiecke (111) (211) (112) liegen soll, so sind im Ganzen folgende 
sieben Fälle möglich: 

1. Der schon betrachtete allgemeine Fall, in welchem der Pol der 
Ebene (ääjZ) in keinem der Hauptschnitte liegt. 

2. Der Pol (AArZ) ist ein Punkt des basischen Hauptzonenkreises, 
dessen Symbol [111] ist. In diesem Falle ist also 

A + fc + i = 
und die Ebenen (XII) gehen in nur sechs von einander verschiedene 
über, deren Pole sämmtlich in dem basischen Zonenkreise liegen. 

3. Die Normale der Ebene (^hkl^ fällt in den primären Haupt- 
schnitt P; der Pol dieser Ebene ist also ein Punkt des Zonenkreises 
[OlT] und folglich 'hat man 

k = L 

Die Ebenen (XII) reduziren sich in diesem Falle auf sechs, deren 
Pole in den primären Hauptschnitten liegen. Die Annahme, dass der 
Pol (hkl) in dem Hauptzonenkreise M läge, führt zu keinem neuen 
speziellen Falle, sondern gibt auch nur als Bedingung die Gleichheit 
zweier Indices der Ebene (AfcZ). 

4. Entfällt der Pol Qhkl) in die beiden Hauptzonenkreise T und 
JP, so muss derselbe offenbar identisch sein mit dem Pole der Fläche 
(2II) und somit 
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sein. Die Ebenen (XII) gehen alsdann, wie wir schon früher bemerkt, 
in die drei primären Hauptschnitte über. Auch hier würde die Annahme, 
dass der Pol (hkl) in die Zonenkreise E und T entfällt, offenbar zu 
keinem neuen speziellen Falle führen. 

5. Ist der Pol der Ebene (hkl} ein Punkt des sekundären Haupt- 
zonenkreises Q', dessen Symbol [I2l], so muss 

2 

d. h. ein Index das arithmetische Mittel der beiden anderen sein. Die 
Ebenen (XII) gehen hiedurch in sechs über, deren Pole in den sekun- 
dären Hauptschnitten liegen. 

6. Wird die Normale der Ebene (hkl} parallel den beiden Haupt- 
schnitten T und Q', so muss der Pol dieser Ebene offenbar mit dem 
Pole ClOl) koindiziren und daher 

A = — f , fc = 

sein. Das Schema (XII) repräsentirt uns dann die drei sekundären 
Hauptschnitte. 

7. Liegt endlich der Pol der Ebene (^hkt) in den beiden Haupt- 
schnitten P und Q'y so ist 

h = k = l 

und die Ebenen (XII) gehen in eine einzige über, nämlich in den ba- 
sischen Hauptschnitt. 

Wir hätten hier auch noch anzugeben, wie für die hemihexago- 
nalen Systeme die Anzahl der gleichwerthigen Ebenen durch diese Spe- 
zialisirungen der Indices modifizirt wird. Allein diese Aufgabe, sow^ie 
überhaupt die nähere Untersuchung über die Lage , welche gleich wer- 
thige Ebenen und Richtungen in den speziellen Fällen haben, brauchen 
wir nicht eigens vorzunehmen, indem sich beides vollkommen aus dem 
erkennen lässt, was wir über die Formen der hexagonalen Systeme zu 
sagen haben werden, wenn wir nur im letzteren Falle von der Voraus- 
setzung absehen, dass die Indices rationale Grössen sein müssen. 

§.43. Holohezagonale Formen. A.Holoeder. 

Gleichwerthige Ebenen und Richtungen des holohexagonalen Sy- 
stems sind gegeben durch das Schema (XII), da in diesem Falle all« 
Hauptschuitte Ebenen der Symmetrie sind, so haben wir 7 Hauptaxen, 
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aämlich 6 rhombische, welche dem basischen Hauptschoitte parallel 
sind, und eine hexagonale parallel den primären und den sekundären 
Hauptschnitten. Letztere Hauptaxe ist, da nur eine einzige derartige 
vorhanden ist, eine morphologische Axe. Die rhombischen Haupt- 
axen, welche also zu Seitenaxen werden, zerfallen aber offenbar in 
zwei Gruppen unter sich gleich wer thiger Axen, von denen die einen die 
Durchschnitte des basischen Hauptschnittes mit den primären, die 
anderen jene mit den sekundären Hauptschnitten enthält; demgemäss 
unterscheiden wir auch zwischen primären und sekundären Sei- 
tenaxen. Dass es aber wirklich nur diese 7 Hauptaxen gibt, davon 
tiberzeugt man sich leicht durch die Fig. 130, indem der Endpunkt 
einer Hauptaxe der Durdischnittspunkt wenigstens zweier Hauptzonen- 
kreise sein muss. 

Sind nun A, Jb, l rationale, positive oder negative Grössen , so 
werden die Flächen (XU) in Verbindung mit den zu ihnen parallelen 
Flächen die allgemeinste holoedrische Form des eben betrachteten 
Systems geben, aus der wir durch die im vorhergehenden Paragraphe 
angegebene Spezialisirung der Indices, welche ja die Rationalität der 
letzteren nicht beeinträchtigt, die speziellen Formen der folgenden 
Aufzählung erhalten. 

Hier bemerken wir noch, dass man in der Krystallographie unter 
Pyramiden Formen versteht, die aus zwei kongruenten geometri- 
schen Pyramiden gebildet sind, so zwar, dass letztere sich mit entspre- 
chenden Punkten ihrer Basis-Flächen berühren und ihre Spitzen nach 
entgegengesetzten Seiten kehren. Unter Basis einer krystallographi- 
schen Pyramide verstehen wir daher auch den Schnitt, welcher dieselbe 
in zwei kongruente geometrische Pyramiden theilt; dieser Schnitt wird 
natürlich durch Kanten der Pyramide gehen, welche desshalb ßasis- 
kan ten heissen, im Gegensatze zu den übrigen Kanten der Pyramide, 
den Pol kanten, die iß den beiden Spitzen der Pyramide zu- 
sammentreffen. Pyramiden gleicher Basis sind solche , deren Basis 
ähnliche und ähnlich liegende, geometrische Figuren sind; man kann 
es natürlich durch Verschiebung der Flächen solcher Pyramiden dahin 
bringen, dass die Figuren auch gleich gross und somit kongruent wer- 
den, dann unterscheiden sich solche Pyramiden nur durch die Länge 
ihrer Axen, d. h. der Linien, welche die beiden Spitzen jeder Pyramide 
verbinden. Unter Prisma verstehen wir in der Krystallographie be- 
kanntlich eine nur von tautozonalen Flächen begrenzte und somit offene 
Form. Schneidet man ein Prisma durch eine zu den Flächen desselben 
senkrechte Ebene, so heisst die Schnittfigur der Querschnitt d es 
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Prisma. Ist letzteres der Gestalt und Lage nach ähnlich der Basis einer 
Pyramide, so nennt man das Prisma ein za letzterer Pyramide g e- 
höriges. 

Mit Bezog auf die Flächenanzahl unterscheiden wir zwischen Di- 
pyramiden, Pyramiden und Hemipyramiden, je nachdem dieselben auf 
jeder Seite ihrer Basis doppelt, eben so viel oder nur halb so viel 
Flächen haben, als die Anzahl der Hauptschnitte beträgt, welche auf 
der Basis senkrecht stehen. Dem entsprechend unterscheiden wir, nach 
der Art der zugehörigen Pyramiden zwischen Diprismen, Prismen und 
Hemiprismen. 

Um Wiederholungen zu vermeiden, bemerken wir noch, dass bei 
allen folgenden Formen , welche geschlossen sind , die morpholo- 
gische Axe durch die zwei hexagonalen Ecken dieser Formen gehe. 
Diess gilt auch für die übrigen Abtheilungen des hexagonalen Systems. 

1. Die Dipyramide |äW|, Fig. 131. als allgemeinste Form, 
deren 24 Flächen durch das folgende Schema gegeben sind: 
hkl Ihk klh 
hlk khl Ikh 
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Die Symbole dieser Flächen leiten sich aus dem einer einzigen, 
etwa (hkl)^ dadurch ab, dass man in den Symbolen dieser Fläche und 
der zu ihr inversen Fläche die Indices auf alle möglichen Arten per- 
mutirt, und schliesslich zu den so bestimmten zwölf Flächen noch durch 
Aenderung der Vorzeichen aller Indices die parallelen Flächen hinzu- 
fügt. Auch haben wir im vorhergehenden Paragraphe gesehen, welches 
die Vertheilung der Pole für die oberen Flächen (XV) auf der Sphäre 
der Projektion sein muss ; ist Ä >► A; > Z, also wenigstens der Index h 
positiv, so gibt uns Fig. 130 die relative Lage dieser Pole. Diese Regeln 
über die Ableitung der Symbole der Flächen und über die Bestimmung 
der Lage, welche die Pole dieser Flächen gegen einander haben werden, 
müssen natürlich auch noch für die folgenden speziellen Formen ihre 
Giltigkeit behalten. 

Die Flächen der Dipyramide sind offenbar triklinisch und ihre 
Umrisse ungleichseitige Dreiecke; sie bilden 14 Ecken, von denen 2 
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zwölfflächig und hexagonal, 12 aber vierflächig und rhombisch sind. 
Von den letzteren sind nur immer die abwechselnden von gleicher Art, 
wie diess die Betrachtung der 36 Kanten lehrt, welche in 12 gleich- 
werthige Basiskanten (Z>) und in zwei Gruppen von je 12 gleich- 
werthigen Polkanten (Cf, J) zerfallen, je nachdem letztere in den 
primären oder sekundären Hauptschnitten liegen. Die Seitenaxen gehen 
durch die rhombischen Ecken, die krystallographischen Axenrichtungen 
{XX\ YY\ZZ^')Bhex durch Punkte derin den primären Hauptschnitten 
liegenden Polkanten (Cf). Die Basis, welche von den in basischen Haupt- 
schnitten liegenden Kanten (Z>) gebildet wird, ist ein krystallogra- 
phisches symmetrisches Zwölf eck. 

Dadurch, dass man den Indices A, k^ l verschiedene positive oder 
negative Werthe ertheilt, erhält man im Allgemeinen eine Reihe von 
Dipyramiden von verschiedenen Abmessungen; ausgenommen sind je- 
doch die folgenden speziellen Fälle, in welchen man wesentlich ver- 
schiedene Formen erhält. Unter den verschiedenen Dipyramiden gibt 
es natürlich auch solche mit gleicher Basis ; die Bedingung aber, dass 
zwei Dipyramiden [hkl] und \h*k*V\ gleiche Basis haben, ist einfach 
die, dass je zwei korrespondirende Flächen derselben mit der Fläche 
(111) in einer Zone liegen, indem alsdann die beiden Pyramiden den 
basischen Hauptschnitt in parallelen Figuren schneiden. Da aber die 
Flächen (XV) sich ganz gleich gegen die Fläche (111) verhalten , so 
wird, wenn nur zwei korrespondirende Flächen zweier Dipyramiden mit 
(111) in einer Zone liegen, diess auch für die übrigen ihrer Flächen 
gelten müssen. Die zwei Flächen (hkl) und {h*k*l') geben nun die Bedingung 

h^k — + k'O — Ä) + V(Jh — fc) = 
welche erfüllt sein muss, sollen die beiden Dipyramiden [hkl] und 
jA'fc'Z'j gleiche Basis haben. Es ist kl. ir, dass, wenn zwei solche Py- 
ramiden in Kombination treten, die korrespondirenden Flächen der- . 
selben sich auch in Linien parallel dem basischen Hauptschnitte schneiden 
werden. 

2. Das Diprisma \pqr\^ Fig. 132, ^Qxmp-\-q-\-r = 0. Unter 
dieser Bedingung wird ersichtlich e = — p^ f z= — ^, g = — r und 
es fällt somit die zu jeder der direkten Flächen (XV) gehörige inverse 
mit der zu erster er Fläche parallelen zusammen. Wir haben daher nur 
die zwölf Flächen 
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deren Pole sämmtlich in dem basischen Hauptzonenkreise liegen, indem 
für jede Fläche die Summe der Indices gleich Null ist. Das Diprisma 
ist also eine offene Form, deren 12 Flächen parallel der morphologi- 
sxjhen Axe sind; es entsteht aus der Dipyramide durch Verschwinden 
der Basiskanten, was eben ein Zusammenfallen jeder Fläche derselben 
mit der anstossenden auf der entgegengesetzten Sdte der Basis bedingt. 
Die Flächen dieser Form sind monoklinische, sie schneiden sich in 12 
Kanten, die parallel der morphologischen Axe sind, und von denen je 
sechs gleichwerthig sind, je nachdem sie in den primären (jQ-} oder in 
den sekundären Hauptschnitten (F) liegen. 

Durch Punkte dieser Kanten gehen die entsprechenden Seiten- 
axen, die Axenrichtungen aber bloss durch Punkte der in den primären 
Hauptschnitten liegenden Kanten (6)^). 

Da das Diprisma als eine Dipyramide mit uneodlicfaer Axe aufge- 
fasst werden kann, so hat man zur Bestimmung der Indices p, 9, r 
eines zur Dipyramide {hkl\ gehörigen Diprisma offenbar die Gleichungen 

p Ik — l) -^ q — K) + r (h -- k) ^0 

d. h. die Fläche (j>qr) muss in den beidenZonen T nnä [(111) (hkl)~\ 
liegen. Hieraus findet man 

^=rjfc4Z — 2Ä, q=l'^h'-'2k, r = h-\-k — 2l 

welche nns also das Diprisma bestimmen, das den basischen Haupt- 
schnitt in denselben Linien wie die Dipyramide {hkl\ schneidet. Dieses 
Diprisma ist auch dasjenige, in welches die Dipyramide \kkl\ übergeht, 
wenn ihre morphologische Axe unendlich wird. Treten beide Formen in 
Kombination, so werden offenbar die Basiskanten der Dipyramide von 
den Flächen des zugehörigen Diprisma gerade abgestampft. 

3. Die Protopyramide (Äfcfc), Fig. 133. Werdenindem Schema 
der Flächen (XV) zwei der Indices, etwa ifc. und Z, gleich gross, so 
reduziren sich dieselben auf die folgenden zwölf: 

hkk khk kkh 

eff M ffe e=- h^Ak 

hkk Khk kkhf=g= 2h -\- k 

W M Jf^ 

deren Pole sämmtlich in den primären Hauptschnitten liegen und die 
in Fig. 130 angegebene Lage haben, wenn, wie wir di'ess immer voraus- 
setzen, Ä > fc, also die Fläche (Afcfe) dem Dreiecke (;ill)f2ll)(ll2) 
angehört. Ist h^k^ so muss den angegebenen Werthen zufolg q e<^/ 
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sein, woraus man auch ersieht, dass, je nachdem in dem Symbole 
irgend einer Fläche die zwei kleineren oder die zwei grösseren Indices 
einander gleich werden, der Pol dieser Fläche in dem betreffenden pri- 
mären Hauptzonenkrefse entweder auf derselben oder auf der entgegen- 
gesetzten Seite vom Pole (111) liegt, wie der Pol der in dieser Zone 
liegenden Axenebene. 

Die Form, welche von den obigen 12 Flächen gebildet wird, ent- 
steht aus der Dipyramide durch Verschwinden der Kanten Cf, d. h. 
dadurch, dass je zwei anstossende Flächen, die auf derselben Seite der 
Basis rechts und links von einem primären Hauptschnitte liegen, in eine 
einzige übergehen, deren Pol natürlich in dem betreffenden primären 
Hauptzonenkreise liegen muss. Die Flächen dieser Form sind also mo- 
noklinische und ihre Umrisse gleichschenklige Dreiecke. Dieselben 
bilden 8 Ecken, worunter 2 sechsflächige hexagonale und 6 vierflächige 
rhombische; durch die letzteren gehen die sekundären Seitenaxen. 
Unter den 18 Kanten sind 12 gleichwerthige Polkanten QF)^ welche in 
den sekundären Hauptschnitten liegen und 6 gleichwerthige Basiskanten 
(Z>), durch deren Mittelpunkte die zu ihnen senkrechten primären 
Seitenaxen gehen. Die Axenrichtungen schneiden die Form in Punkten 
der direkten Flächen. 

Es ist klar, dass die verschiedenen Varietäten von Protopyramiden 
welche dadurch entstehen, dass man dem Verhältnisse h : k verschie- 
dene Werthe ertheilt, alle von gleicher Basis sind, da ja die Pole ihrer 
Flächen immer in den primären Hauptschoitten liegen. Die Basis dieser 
Pyramiden ist aber ein krystallographisches reguläres Sechseck, dessen 
Seiten (JD) parallel den sekundären Seitenaxen sind. 

4. Das Protop risma {2ll|, Fig. 134, welches aus der vorher- 
gehenden Form durch Verschwinden der Basiskanten QD) entsteht. 
Es ist offenbar das zu den Protopyramiden gehörige Prisma und natür- 
lich eine offene Form. Die 6 Flächen desselben 

211 I2l 112 
211 121 112 
sind sämmtlich parallel der morphologischen Axe und sind senkrecht zu 
den primären Nebenaxen, sie sind daher rhombische Flächen. Die sechs 
gleichwerthigen Kanten QF} liegen in den sekundären Hauptschnitten, 
durch Punkte derselben gehen die sekundären Seitenaxen. Die kry- 
stallographischen Axenrichtungen gehen jedoch durch solche Punkte der 
Flächen, welche zwischen je zwei Kanten in der Mitte liegen. Der Quer- 
schnitt ist natürlich ein reguläres Sechseck, dessen Seiten parallel den 
sekundären Nebenaxen sind. 
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5. Die Deuteropyramide {hil\^ Fig. 135, wenn einer der 
Indices das arithmetische Mittel der beiden anderen, also bei der An- 
nahme Ä > i > Z der Index i= V« (ä + ist. Hiedurch wird « = A, 
f = i^g = h und die Flächen CXV) gehen in die folgenden zwölf über: 

hil Ihi ilh 

Tili ihl lih . h'\-l 

Tiil Ihi ilh 2 

hli ihl lih 

deren Pole sämmtlich in den sekundären Hauptzonenkreisen liegen, 
Fig. 130. Die von diesen Flächen gebildete Form entsteht also aus der 
Dipyramide durch Verschwinden der Polkanten J\ wodurch jede direkte 
Fläche derselben mit der anstossenden inversen auf derselben Seite des 
basischen Hauptschnittes zusammenfällt. 

Die 12 Flächen dieser Form sind senkrecht zu den sekundären 
Hauptschnitten und daher monoklinische Flächen, deren Umrisse gleich- 
schenklige Dreiecke sind. Die 8 Ecken zerfallen in 2 sechsflächige 
hexagonale und in 6 vierflächige rhombische; die 18 Kanten aber in 12 
gleich werthige Polkanten (Cf) und in 6 gljeichwerthige Basiskanten 
(1>3. Durch die Mittelpunkte der letzteren gehen die sekundären 
Seitenaxen, während die primären durch die rhombischen Ecken gehen. 
Die krystallographischen Axenrichtungen schneiden diese Form in 
Punkten abwechselnder Polkanten. Wie bei Jen Protopyramiden sind 
auch alle Varietäten der Deuteropyramiden von gleicher Basis, welche 
ein krystallographisches reguläres Sechseck mit zu den primären Seiten- 
axen parallelen Seiten ist, und die sich daher von der Basis der Proto- 
pyramiden nur durch ihre um 30® gedrehte Stellung unterscheidet. 
IJeberhaupt können diese zwei Arten von Pyramiden, sobald es sich 
um eine einzeln auftretende Form handelt, nicht von einander unter- 
schieden werden. Etwas anderes ist es jedoch, wenn man weiss, dass 
die fragliche Pyramide einer bestimmten Krystallreihe angehört , wo 
sich dann die zwei Arten theils durch ihre Winkel, theils ihre physikar 
lischen Eigenschaften unterscheiden. 

6. Das Deuteroprisma |10l}, Fig. 136. Es ist diess eine 
Deuteropyramide mit unendlicher morphologischer Axe und somit eine 
ofl"ene Form. Fügt man nämlich zur Bedingung k == ^/^ {h -f- l) noch 
die hinzu, dass h -\- k -\- l = 0^ so erhält man k = 0^1 = — A und 
die Flächen (XV) reduziren sich auf die folgenden sechs: 

loi Oll HO 

101 Oll 110 
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welche senkrecht stehen anf den sekundären Nebenaxen und somit der 
morphologischen Axe parallel sind. Die 6 Flächen dieser Form sind 
also rhombische, ihre Kanten (Cf) liegen in den primären Haupt- 
schnitten, und durch Punkte dieser Kanten gehen die primären Seiten- 
axen, sowie die Axenrichtungen. Der Querschnitt dieses Prisma ist 
offenbar ein regelmässiges Sechseck von gleicher Lage wie die Basis 
der Deuteropyramide, aber gegen den Querschnitt des Protoprisma um 
3(fi gedreht. 

7. Das Pinakoid {ill| besteht bloss aus den zwei dem basi- 
schen Hauptschnitte parallelen Flächen 

111, ITT 

wie man sich leicht überzeugt, wenn man in den Flächen (XV) die 
Substitution A = i = Z vornimmt. Diese zwei Flächen stehen senk- 
recht auf der morphologischen Axe und sind daher hexagonal; sie bilden 
natürlich nur eine offene Form, welche in den Fig. 132, 134, 136 dazu 
verwendet wurde, die ebenfalls offenen Prismen zu schliessen. 

§. 44. Holohexagonale Formen. B. Hernieder. 

Von den 24 Flächen der Dipyramide lassen sich auf dreierlei Art 
zwölf auswählen, unter welchen keine parallelen sind , und deren An- 
ordnung für gleichwerthige Hauptschnitte eine, ähnliche ist. Demzufolge 
sind also dreierlei Arten von Hemiedern möglich, die mit ihren spe- 
ziellen Fällen, so weit sich letztere von den holoedrischen Formen 
anterscheiden, in der nachfolgenden Aufzählung enthalten sind. 

Erste Art der Heiniedrie. 

8. Das Ditrapezoeder x{AH| oder %\hlk]. Die folgenden 12 
Flächen der Dipyramide 

hkl Ihic klh \ 

^fg g^f fg^ ^^.^ 

geben die Form %\hkl], Fig. 137. Die Flächen der korrelaten rechten 
Form *{hlk} erhält man, indem man in diesem Schema A; mit Z und 
/ mit ff vertauscht. Je zwei korrelate Ditrapezoeder sind aber enantio- 
morph, wie man sich mit Hilfe der Fig. 130 überzeugt. Dreht man 
nämlich eine der zwei Formen um die morphologische Axe, und zwar 
immer in demselben Sinne, so hat man um ungleiche Winkel zu drehen, 
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je nachdem man die oberen oder unteren Flächen der zwei korrekten 
Formen zur Deckung bringen will. 

Das Ditrapezoeder ist also von 12 triklinischen Flächen begrenzt, 
deren Umrisse Trapezoide mit zwei anliegenden gleichen Seiten sind. 
Von den 14 Ecken sind 2 sechsflächig und hexagonal, 12 aber drei- 
flächig und triklinisch; die 36 Kanten zerfallen in 12 gleichwertige 
Polkanten (i) und in zwei Gruppen von je 6 gleichwerthigen Seiten- 
kanten (Jf, N). Diese Seitenkanten sind verschieden , je nachdem 
durch ihre Mittelpunkte eine primäre oder sekundäre Seitenaxe geht, 
die Axenrichtungen gehen durch unsymmetrisch gelegene Punkte der 
direkten Flächen. 

Bei dieser Art der Hemiedrie, in Betreff welcher wir noch auf 
das im S. 29 über die Enantiomorphie Gesagte verweisen, erhalten wir 
durch die bekannte Spezialisirung der Indices keine neuen, von den 
schon abgehandelten Holoedern verschiedenen Formen. 

Zweite Art der Hemiedrie. 

9. Die protosphenoidische Pyramidex{Äfc?| oder ;i; j «/^ j ; 
dem ersteren Symbole, Fig. 138, entsprechen die 12 Flächen 

hkl IhJc klh 

cxvii) ^ku. m ikH 

Jl ^ ^11 

^9f f^9 9f^ 

der allgemeinsten holoedrischen Form. Die übrigen zwölf Flächen der 
letzteren Form erMlt mau, indem man in diesem Schema die Indices 
Ä, Ä;, l und «,/, ^ mit einander vertauscht. Die Flächen (XVII) ent- 
sprechen alsdann dem Symbole xl^fy]^ welches also das mit x {^^l\ 
korrekte Hemieder vorstellt. Ersichtlich sind für zwei solche korrelate 
Formen die Flächen der einen die inversen der Flächen der anderen Form, 
woraus auch sogleich folgt, dass solche zwei Formen in geometrischer 
Hinsicht identisch werden müssen, wenn man die eine derselben um 
die morphologische Axe um 180® herumdreht* Diess muss folglich auch 
für je zwei korrelate spezielle Formen gelten, die nach dieser Hemiedrie 
abgeleitet sind, und die man nach Art ihres Symboles als direkte und 
inverse wird unterscheiden können. 

Die gegenwärtige Form nun ist begrenzt von 12 ungleichseitigen 
Dreiecken, welche triklinische Flächen sind und 8 Ecken bilden, von 
denen 2 sechsflächig und hexagonal, 6 aber vierflächig und rhombisch 
sind. Letztere sind zweierlei Art, indem nur die abwechselnden gleich 
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weit vom Mittelpunkte der Form entfernt sind; durch je zwei ungleich- 
artige dieser Flächen gehen aber die primären Seitenaxen. Von den 18 
Kanten sind die 6 Basiskanten (i>) und je 6 Polkanten QO^E) gleich- 
wertig, beide Arten der letzteren liegen in den primären Haupt- 
schnitten, und durch Punkte ungleichartiger dieser Kanten gehen die 
Axenrichtungen hindurch; durch Punkte der Basiskanten aber die 
sekundären Seitenaxen. 

Die Basis dieser Form ist ein krystallographisches symmetrisches 
Sechseck, je zwei korrelate Formen haben zur Basis ähnliche Sechsecke, 
welche aber gerade entgegengesetzte Lage haben. Handelt es sich darum, 
dass verschiedene Varietäten dieser Form von gleicher Basis seien, so 
werden wir offenbar dieselbe Bedingung für die Indices dieser Formen 
haben, welche wir für diesen Fall bei der Dipyramide entwickelten. 
Wird die morphologische Axe dieser Form unendlich, so erhalten wir 

10. das protosphenoidische Prisma x\pqr] oder x{pqr\^ 
wenn 2? -|- g -|- r = 0, als Hemieder des Diprisma und natürlich eine 
offene Form. Das Prisma jrjjjjr}, Fig. 139 ist begrenzt von den 6 Flächen 

Pqr rpq qrp , , ^_^ 

prq qpr rqp ^^^^ 

auf welche sich die Flächen (XVII) reduziren, da zufolge der letzten 
Bedingungsgleichung e = — p^f=-^ q^ ff ^= — r wird. 

Die 6 Flächen dieser Form nun sind monoklinische und sämrat- 
lich parallel der morphologischen Axe. Sie bilden 6 Kanten zweierlei 
Art (ö, JET)» welche aber säramtlich in den primären Hauptschnitten 
liegen; durch je zwei ungleichartige dieser Kanten gehen die primären 
Seitenaxen und die krystallographischen Axenrichtungen. Der Quer- 
schnitt ist ersichtlich ein krystallographisches symmetrisches Sechseck 
und ist mit Ausnahme der gerade, entgegengesetzten Lage für je zwei 
korrelate Formen gleich. Für dasjenige protosphenoidische Prisma, 
welches zu einer eben solchen Pyramide gehört, haben wir natürlich 
dieselbe Bedingung wie für die entsprechenden Holoeder. 

11. Die Protohemipyraraide x|A^*^| oder x{^ff\^ d. i. die 
der Protopyramide entsprechende heraiedrische Form. Durch die Sub- 
stitution k = l erhalten wir aus dem Schema (XVII) als Flächen der 
Form zjAÄJÄ;}, Fig. 140, die folgenden 6: 

hkk hhk kkh 

W M JTe 
deren Pole in dem primären Hauptzonenkreise auf derselben Seite vom 
Pole (111) wie die Pole der Axenebenen liegen. Die Pole der korre- 
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laten Form z{^f/\ entfallen offenbar auf die entgegengesetzten Seiten 
dieser Zonenkreise. 

Da der innere Neigungswinkel je zweier unter einander stehender 
dieser 6 Flächen von dem basischen Hauptschnitte halbirt wird, so ist 
die gegenwärtige Form offenbar eine dreiseitige Pyramide, die zur Basis 
ein krystallographisches gleichseitiges Dreieck hat. Die Seiten des 
letzteren sind zwar immer senkrecht zu den primären Seitenaxen, das- 
selbe kann jedoch zwei gerade entgegengesetzte Lagen haben, und für 
zwei korrelate Formen wird diess immer der Fall sein. Alle Varietäten 
der eben betrachteten Form zerfallen daher in zwei Gruppen, deren 
jede nur Pyramiden gleicher Basis enthält. 

Die 6 Flächen einer Protohemipyramide sind monoklinische und 
ihre Umrisse gleichschenklige Dreiecke; dieselben bilden 5 Ecken und 
9 Kanten. Von den ersteren sind 2 dreiflächig und hexagonal, 3 aber 
vierflächig und rhombisch. Von den Kanten sind die 3 Basiskanten (1^) 
und die 6 Polkanten (^) gleichwerthig. Die Basiskanten sind parallel 
den sekundären Seitenaxen, durch ihre Mittelpunkte und die gegenüber 
liegenden rhombischen Ecken gehen die primären Seitenaxen; die Pol- 
kanten liegen in den primären Hauptschnitten, durch drei derselben 
und durch die entgegengesetzten Flächen gehen die Axenrichtungen. 
Für die Form x|ää:ä;} sind diess die drei oberen, für %\eff\ die drei 
unteren Flächen. Wird die morphologische Axe zweier solcher korre- 
laten Formen unendlich, so erhalten wir die zu ihnen gehörigen nach- 
folgenden zwei Hemiprismen. 

12. Das Protohemiprisma, von dem es nur zwei korrelate 
Varietäten, nämlich ;f {2IT}, Fig. 141, mit den Flächen 

211, 121, 112 

und z|2ll} mit den zu den früheren parallelen Flä(5hen 

211 121 112 

gibt. Jede dieser offenen Formen ist also gebildet von drei zu den pri- 
mären Seitenaxen senkrechten und somit rhombischen Flächen, welche 
alle der morphologischen Axe parallel sind. Die drei Kanten (^E') 
liegen in den primären Hauptschnitten, und durch je einen Punkt einer 
Kante und der gegenüberliegenden Fläche gehen die primären Seiten- 
axen und die Axenrichtungen. Die Querschnitte dieser zwei korrelaten 
Formen sind krystallographische gleichseitige Dreiecke von entgegen- 
gesetzter Lage ; die Seiten derselben sind senkrecht zu den primären 
Nebenaxen. 
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Die übrigen Spezialisirungen der Indices bringen keine von den 
entsprechenden Holoedern verschiedenen hemiedrischen Formen hervor, 
wie man sich leicht mit Hilfe des Schema (XVn) überzeugt. 

Dritte irt 4er lemle^rie. 

13. Die deuterosphenoidische Pyramide y \hkl\ oder 
y\hlh\ ; die dem ersteren Symbole entsprechende Form, Fig. 142, wird 
durch die folgenden 12 Flächen der Dipyramide gebildet: 

hkl Ihk klh \ 

gf^ f^g egf\ rxviin 

Ä^ H7 Oä ^^^"*^ 

fg^ g^f ^fg ] 

Man überzeugt sich leicht durch Betrachtung der Fig. 130, dass 
die Flächen dieser Form sich gerade so zu den sekundären Haupt- 
schnitten verhalten, wie die Flächen der protosphenoidischen Pyramide 
sich zu den primären Hauptschnitten verhalten. Diese beiden Formen 
werden sich daher, abgesehen von ihren verschiedenen Winkeln, 
hauptsächlich nur durch ihre um 30® verschiedene Stellung unterschei- 
den. Dasselbe wird aber auch für die aus beiden Formen abgeleiteten 
speziellen Hemieder gelten müssen. "Wir werden überhaupt nur dann 
berechtigt sein, einen Unterschied zwischen beiderlei Formen zu machen, 
sobald sie an Krystallen ein und derselben Substanz auftreten. TreflFen 
wir an denselben Krystallen aber immer nur eine Art dieser Formen, 
so können wir dieselbe, da die Wahl der primären Hauptschnitte be- 
liebig ist, stets als Formen der vorhergehenden Reihe auffassen. Da 
nun letzteres wohl der Fall der Natur sein dürfte, so wollen wir 
uns mit einer kurzen Aufzählung der hieher gehörigen Formen be- 
gnügen, welche sich ja in geometrischer Hinsicht von den vorhergehen- 
den nur durch ihre Drehung um 30<> unterscheiden. 

14. Das deuterosphenoidische Prisma y {!>?*•} oder 
y[prq]^ wenn p -f- j -f- r == 0. Das erstere, Fig. 143, besteht aus 
aen 6 zur morphologischen Axe parallelen Flächen 

pqr rpq qrp , , ^^q 

prq qpr rqp -^ • ^ ' 

15. Die Deuterohemipyramide y\hil] oder y{hli]^ wenn 
2i = A -j- ;. Die Flächen der ersteren Form Fig. 144 sind 

hkl Ihk klh ._h+± 
Mk kU Ihk * ~ ""T~ 

▼. Lftng, KrysUUosrapliie. 43 
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16. Das D euterohemiprisma, von welchem nur die zwei 
korrelaten Varietäten : y 1 101} , Fig. 145, mit den Flächen 

lOl 110 Oll 
und yjllO} mit den parallelen Flächen 

110 OlT 101 
möglich sind. 

S. 45.. Prot ohemihezagonale oder rhomboedrische Formen. A.Holoeder. 

Bei dieser Art derHemisymmetrie, für welche die gleichwerthigen 
Ebenen durch das Schema (XIII) repräsentirt werden, sind nur die pri- 
mären Hauptschnitte Ebenen der Symmetrie; die morphologische Axe 
ist also in diesem Falle eine trigonale, während die primären Neben- 
axen des holohexagonalen Systems, indem sie zu monoklinischen Axen 
werden, aufhören, Hauptaxen zu sein. Die sekundären Seitenaxen 
bleiben jedoch als hemirhombische auch jetzt noch Hauptaxen, welche 
wir auch immer meinen, wenn bei den rhomboedrischen Formen von 
Seitenaxen gesprochen wird. Sind nun A, fc, l rationale Grössen, 
so gibt uns das Schema (XIII) als allgemeinsten rhomboedrischen 
Holoeder: 

1. Das Skalenoeder n[hkl\ oder n\efg]. Die dem ersteren 
Symbole entsprechende Form Fig. 146 ist gebildet von den 12 Flächen 

ihkl Ihk klh 

hlk khl Ikh 

m ihTc m 

m kii m 

Setzt man in diesem Schema für A,ä;,Z die durch die Gleichungen 
(X) gegebenen Grössen e, /, g, so erhält man die Flächen des korre- 
laten Skalenoeders «|e/<7}, dessen Flächen mit denen des ursprüng- 
lichen zusammen offenbar den Flächenkomplex der Dipyramide geben. 
Je zwei korrelate Skalenoeder unterscheiden sich ersichtlich als ein 
direktes und ein inverses , indem das eine bloss aus direkten , das 
andere bloss aus inversen Flächen bestehen wird. Hieraus folgt auch, 
dass je zwei solche korrelate Formen durch Drehung der einen um die 
morphologische Axe um 180^ in geometrischer Hinsicht identisch wer- 
den. Diese Bemerkungen gelten natürlich auch noch für je zwei korre- 
late Formen, die durch Spezialisirung der Indices aus dieser allgemeinen 
Form abgeleitet sind. Für einige dieser speziellen Formen finden wir 
jedoch, dass die korrelaten direkten und inversen Formen identisch 
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sind« Solche Formen müssen daher dieselbe Flächenanzahl wie die ent- 
sprechenden holohexagonalen Holoeder haben, von denen sie sich zwar 
nicht in geometrischer Hinsicht, aber mit Bezog aof ihre Symmetrie- 
verhältnisse wesentlich unterscheiden werden. 

Die 12 Flächen des Skalenoeders sind triklinisch und haben die 
Gestalt ungleichseitiger Dreiecke; dieselben bilden 8 Ecken, nämlich 
2 sechsflächige trigonale und 6 vierflächige monoklinische, welche letz- 
tere in den primären Hanptschnitten liegen. Von den 18 Kanten sind 
die in den primären Hanptschnitten liegenden 12 Polkanten (JS, O) 
zweierlei Art, indem immer die abwechselnden gleichwerthig sind; die 
übrigen 6 Seitenkanten (iV), durch deren Mittelpunkte die Seitenaxen 
gehen, sind ebenfalls gleichwerthig. Die Axenrichtnngen gehen durch 
Punkte einer Art derPolkanten. Wird in zwei korrekten Skalenoedern 
die morphologische Axe unendlich lang, d. h. werden die Polkanten 
einander parallel, so gehen beide, wie man sich leicht überzeugt, in 
die nachfolgende spezielle Form über. 

2. Das rhomboedrische Diprisma ff{i>9^} , Fig. 14, wenn 
p + y + r = 0, mit den 12 Flächen 

pqr rpq qrp 

prq qpr rqp , , ^_0 

pqr rpq qrp -^ ' ^ ' 

prq qpr rqp 

und also in geometrischer Hinsicht identisch mit dem holohexagonalen 
Diprisma; die Flächen der gegenwärtigen Form sind aber triklinische. 
Ihre 12 Kanten sind parallel der morphologischen Axe und zu je 6 
gleichwerthig, je nachdem sie in den primären oder sekundären Haupt- 
schnitten liegen. Durch Punkte der ersteren (G) gehen die Ax^nrich- 
tungen durch Punkte der letzteren (iV) aber die Seitenaxen. 

Der Querschnitt, welcher natürlich eine trigonale Ebene sein 
muss, ist ein symmetrisches Zwölfeck von scheinbar hexagonalem 
Charakter, indem die parallelen Seiten auch gleichwerthig sind. Letz- 
teres ist aber nur der Fall, weil sie von parallelen Flächen gebildet 
werden, die senkrecht auf dem Querschnitte stehen. 

3. Das Rhomboeder it{hkk\ oder n\eff\. Die Flächen des 
Schema (XIX) reduziren sich für die Substitution k = l auf die fol- 
genden 6 : 

hkk khk kkh 
TiTck kJik Teich 

welche das direkte Rhomboeder n[hkk]^ Fig. 148 geben. Die Pol© 

13* 
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dieser sechs Flächen fallen in die primären Hauptzonenkreise, und zwar 
auf dieselbe Seite von (111), wie die Pole der Axenebenen; für die 
Flächen eines inversen Rhomboeders fallen die Pole jedoch auf die ent- 
gegengesetzte Seite. 

Die 6 Flächen jedes Rhomboeders sind also monoklinisch und ihre 
Umrisse Rhomben, deren eine Diagonale parallel dem basischenHaupt- 
schnitte ist, während die andereDiagonalein einem der primären Haupt- 
schnitte liegt. Die Flächen bilden 8 Ecken, nämlich 2 dreiflächige trigonale 
und 6 dreiflächige monoklinische, welche in den primären Hauptschnitten 
liegen. Die letzteren Ecken werden durob 6 gleichwerthige Seitenkanten 
(iV) verbunden , durch deren Mittelpunkte die Seitenaxen gehen. Die 
übrigen 6 Polkanten (^F) , die sämratlich in den primären Haupt- 
schnitten liegen, sind ebenfalls gleichwerthig. Ueberhaupt haben die 
12 Kanten nur dreierlei verschiedene Richtungen, da sie ja die Durch- 
schnitte nur dreier ihrer Richtung nach verschiedener Flächen sind. Je 
vier der Kanten sind also parallel. Die krystallographischen Axen- 
richtungen gehen bei den direkten Rhomboedern durch Punkte ihrer in 
den primären Hauptschnitten liegenden Flächendiagonalen, bei den 
inversen Rhomboedern aber durch Punkte ihrer Polkanten. 

Wird in dem allgemeinen Symbole 7c{hkk] der Index fc =ä= 0, so 
erhält man das direkte Rhoraboeder «{100} , dessen Flächen den 
Axenebenen und dessen Kanten den Axenrichtungen parallel sind. Ist 
der Neigungswinkel der Flächen eines RJiomboeders gleich 90®, so ist 
dasselbe offenbar ein reguläres Hexaeder. Man nennt nun bisweilen 
auch ein Rhomboeder stumpf oder spitz, je nachdem dessen morpholo- 
gische Axe kürzer oder länger als die eines Hexaeders ist. 

Wird die morphologische Axe zweier korrelater Rhomboeder 
unendlich lang, so gehen beide in die folgende Form über : 

4. Das rhomboedrische Protoprisma « |2ll|, Fig. 149, 
welches dem Schema (XEK) zufolge aus den folgenden sechs vollkom- 
men bestimmten Flächen 

211 121 112 

211 121 112 

besteht. Diese offene Form ist also in geometrischer Hinsicht identisch 
mit der entsprechenden holohexagonalen,' von welcher sie sich jedoch 
durch den monoklinischen Charakter ihrer Flächen unterscheidet. Die 
6 der morphologischen Axe parallelen Kanten (iV) sind gleichwerthig 
und liegen in den sekundären Hauptschnitten, durch Punkte derselben 
gehen die zu ihnen senkrechten Seitenaxen. Die Axenrichtungen gehen 
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darch Punkte der Flächen. Der Querschnitt ist ein regelmässiges 
Sechseck, dessen Seiten auf den primären Hanptschnitten senkrecht 
stehen und das scheinbar einen hexagonalen Charakter hat. 

5. Die rhomboedrische Deuteropyramide «(Az7},Fig. 150, 
wenn 2i = A -f- Z, besteht aus den 12 Flächen 

hil IM ilh 

Tili ihl lih . h4-l 

hil Thi ilh 2 

hH ihl Tlh 
und stimmt also in geometrischer Hinsicht mit der holohexagonalen 
Form überein. Die Unterschiede in den Symmetrieverhältnissen sind 
die folgenden : 

Die Flächen, deren Pole in die sekundären Hauptzonenkreise 
fallen, sind triklinisch, ihre Umrisse gleichschenklige Dreiecke. Die- 
selben bilden 8 Ecken, unter welchen 2 sechsflächige trigonale und 6 
vierflächige monoklinische , welche in den primären Hauptschnitten 
liegen. Von den 18 Kanten sind die 6 Basiskanten (iV) und je 6 der 
übrigen Polkanten (-B, Cf) gleichwerthig. Die Polkanten liegen sämmt- 
lich in den primären Hauptschnitten und sind, wie gesagt, abwechselnd 
gleichwerthig; durch Punkte einer Art derselben (G) gehen die Axen- 
richtungen, während die Seitenaxen durch die Mittelpunkte der Basis- 
kanten gehen. Die verschiedenen Variäteten dieser Formen sind na- 
türlich alle von gleicher Basis, die ein krystallographisches reguläres 
Sechseck ist mit zu den Nebenaxen senkrechten Seiten. Für eine un- . 
endlich lange morphologische Axe geht diese Form in das zugehörige 
nachfolgende Prisma über. 

6. Das rhomboedrische Deuteroprisma 3r{10l},Fig. 151, 
mit den 6 Flächen 

101 Oll HO 

lOl Oll HO 
welche senkrecht zu den Nebenaxen und daher hemirhombische Flächen 
sind. Hiedurch unterscheidet sich diese Form von der entsprechenden 
holohexagonalen. Die 6 der morphologischen Axe parallelen Kanten 
sind gleichwerthig (ö), und durch Punkte derselben gehen die Axen- 
richtungen. Der Querschnitt ist ein reguläres Sechseck, dessen Seiten 
parallel den primären Hauptschnitten sind, und das gegen den Quer- 
schnitt des Protoprisma eine um 30® gedrehte Lage hat. 

7. Das rhomboedrische Pinakoid «{111}, welches bloss 
aus den zwei Flächen 

111 ni 
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besteht. Da dieselben senkrecht auf der morphologischen Axe stehen, 
so sind sie trigonale Flächen. 

S.46. Protohemihezagonale oder rhomboedrische Formen. B.Hemieder. 

Wenn wir, um die hemiedrischen Formen des rhomboedriscben 
Systems kennen zu lernen, solche sechs der Flächen CX.IX) aufsuchen, 
unter denen keine parallelen sind, und welche mit Bezug auf gleich- 
werthige Hauptschnitte dieselbe Anordnung haben, so finden wir, dass 
diess nur auf eine einzige Art möglich ist, die derjenigen entspricht, 
welche wir bei den holohexagonalen Formen als erste Art derHemiedrie 
kennen gelernt haben. Indem wir nun auch die speziellen rhomboedri- 
scben Formen dieser Hemiedrie unterwerfen, finden wir, dass das 
Rhomboeder, das rhomboedrische Protoprisma und Pinakoid hiedurch 
nicht geändert werden, und dass wir als wesentlich neue rhomboedri- 
sche Formen nur die folgenden erhalten. 

8. Das Trapezoeder xn{hkl\j x«{ÄZfc}, %n \efg] , xar {«^/). 
Dem ersten Symbole itye[hkl\, Fig. 152, entsprechen die 6 Flächen 

__Y-v f ^^^ ^^^ ^^^ 

^^^-^ \ m m m 

welche abwechselnd linke Flächen eines direkten Skalenoeders sind. 
Die übrigen Flächen des letzteren entsprechen den Flächen des korre- 
kten rechten Trapezoeders %n{hlk]. Solche zwei Trapezoeder können 
aber nicht durch Drehung in parallele Stellung gebracht werden und 
sind daher enantiomorph; denn drehen wir das Skalenoeder, Fig. 146, 
um die morphologische Axe, bis die Fläche Qhlk') mit (hkl} zusammen- 
fällt, so kann alsdann nicht auch die Fläche (ZXJ) mit (IleJi) koindi- 
ziren, da ja die Neigung der letzteren zwei Flächen eine andere als die 
der zwei ersteren ist. Setzt man statt A, A;, l die durch die Gleichungen 
(X) gegebenen Grössen ö,/,^, so erhält man aus den früheren zwei Tra- 
pezoedem zwei korrelate inverse xn\efg] ^ x« { egf\ , die unter sich 
enantiomorph sind, sich von den direkten aber durch die um 180® ge- 
drehte Stellung unterscheiden. 

Die 6 Flächen jedes Trapezoeders sind triklinisch, ihre umrisse 
sind Trapezoide mit zwei gleichen anliegenden Seiten. Von den 8 Ecken 
sind 2 dreiflächig und trigonal, 6 aber dreiflächig und triklinisch. Unter 
den 12 Kanten sind 6 gleichwerthige Polkanten (fl) und je 3 gleich- 
werthige Seitenkanten (ilf, iV); durch die Mittelpunkte je zweier der 
letzteren, welche gegenüberliegen und daher auch ungleichwerthig sind, 
geht eine Seitenaxe. Die krystallographischen Axenrichtungen gehen 
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durch unsymmetrisch gelegene Punkte der Flächen. Wird für vier durch 
die obigen Symbole gegebenen Trapezoeder die morphologische Axe 
unendlich) so fallen die inversen Formen mit den direkten zusammen 
und geben zwei korrekte Varietäten der folgenden Form. 

9. Das rhomboedrische Prisma nn \pqr] oder ^tn \prq], 
wenn p -j- ö' + *• = ö- ^^^ ^^ ^ig* 153 dargestellte, dem ersteren 
Symbole entsprechende Form besteht ans den Flächen 

pqr rpq qrp , , ^^^ 

rqp prq qpr -«^ « » ' 

und stimmt daher in ihren geometrischen Eigenschaften mit dem deu- 
terosphenoidischen Prisma überein; der Charakter der 6 Flächen ist 
aber hier triklinisch. Die der morphologischen Axe parallelen 6 Kanten 
liegen in den sekundären Hauptschnitten und sind zu je 3 abwechselnd 
gleichwerthig (Jf, iV). Durch Paare ungleichwerthiger Kanten gehen 
die Axenrichtungen und die sekundären Seitenaxen, während die pri- 
mären durch unsymmetrisch gelegene Punkte der Flächen gehen. 

Der Querschnitt ist ein symmetrisches Sechseck und unterscheid* 
det sich für je zwei korrelate Formen nur durch gerade entgegen- 
gesetzte Lage. 

10. Die rhomboedrische Deuterohemipyramide x«jÄi7} 
oder xjrjAZi), wenn 2i = ä -|- Z, als Hemieder der rhomboedrischen 
Deuterohemipyramide. Däs erstere dieser Synjbole gibt eine Form, 
Fig. 154, mit den 6 Flächen 

hü Ihi ilh . Ä -|- Z 

Tdi ihl Uli 2 

welche also in geometrischer Hinsicht mit dem entsprechenden holo- 
hexagonalen Hemieder übereinstimmt. Die Pole dieser Flächen liegen 
in den sekundären Zonenkreisen, und je eine obere und untere dieser 
Flächen schneiden sich in einer Linie des basischen Hauptschnittes. 
Die gegenwärtige Form ist daher eine dreiseitige Pyramide, deren Basis 
ein gleichseitiges Dreieck ist; die Seiten des letzteren sind parallel 
den primären Hauptschnitten, dasselbe hat aber fiir je zwei korrelate 
Formen gerade entgegengesetzte Lage. Von solche'n zwei korrelaten 
Formen sind die Flächen der einen die inversen der Flächen der anderen 
Form. Die beiden Formen können daher auch durch Drehung der einen 
um die morphologische Axe um 180^ in dieselbe Stellung gebracht 
werden und sind somit nicht enantiomorph. 

Die 6 Flächen dieser Form sind triklinische, ihr ümriss ein gleich- 
schenkliges Dreieck] dieselben bilden 5 Ecken, und zwar 2 trigonale 
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dreiflächige und 3 dreiflächige ^ triklinische, welche letztere in die se* 
kundären Hauptschnitte fallen! Von den 9 Kanten sind sowohldieß 
Polkant en (-^9 welche in den sekundären Hauptschnitten liegen, als 
auch die 3 Basiskanten (iV) gleichwerthig. Durch die Mittelpunkte 
letzteren und durch die gegenüberliegenden Ecken gehen die Seiten- 
axen, die Axenrichtungen aber gehen durch unsymmetrisch gelegene 
Punkte der Flächen. Die verschiedenen Varietäten dieser Form zer- 
fallen nach ihrer Stellung in zwei Gruppen, deren jede nur Pyramiden 
gleicher Basis enthält. Die zu diesen zwei Gruppen zugehörigen zwei 
Prismen erhält man dadurch, dass die morphologische Axe zweier kor- 
relaten Formen unendlich wird; diess gibt uns die zwei Varietäten der 
folgenden Form. 

11. Das rhomboedrische Deuterohemiprisma, von wel- 
chem, es eben nur die erwähnten zwei Varietäten gibt, nämlich die 
Form x»{10T}, Fig. 155, mit den 3 Flächen 

101 110 Oll 

und die Form X9r{ll0}, gebildet von den parallelen Flächen 

110 OlT lOl 

In geometrischer Hinsicht stimmen diese zwei Formen mit den 
entsprechenden holohexagonalen Hemiedern überein. Die trigonalen 
Querschnitte dieser zwei Prismen sind also zwei gleichseitige Dreiecke 
in entgegengesetzter Lage: die Seiten dieser Dreiecke aber sind parallel 
den primären Hauptschnitten. 

Die 3 Flächen jeder dieser zwei Formen sind hemirhombisch , da 
sie auf den Seitenaxen senkrecht stehen; ihre drei der morphologischen 
Axe parallelen Kanten (^JfT) liegen in den sekundären Hauptschnitten. 
Jede der Neben axen geht durch eine Kante und die gegenüberliegende 
Fläche, jede der Axenrichtungen aber durch unsymmetrisch gelegene 
Punkte zweier Flächen. 

§. 47. Deuterohemihezagonale oder gyroidale Formen. A. Holoeder. 

Die gleichwerthigeu Ebenen der hieher gehörigen Krystalle sind 
durch das Schema (XIV) gegeben. Aus demselben ersehen wir, dass 
in diesem Falle nur der basische Haupt schnitt eine Ebene der Sym- 
metrie ist; die morphologische Axe ist eine hemihexagonale, die Linien 
aber, welche den primären und sekundären Seitenaxen im holohexago- 
nalen Systeme entsprechen, werden zu monoklinischen Axen und sind 
somit keine Hauptaxen mehr. Nichtsdestoweniger sind die einen wie 
die anderen dieser Linien noch immer gleichwerthige Richtungen, wie 



cxxi) 
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man sicli denn aach mit Hilf^ des Schema CXIV) leicht überzeugt, 
dass wii'klich diese Art der Hemisymmetrie sowohl die primären als 
die sekundären Hauptschnitte unter sich gleichwerthig bleiben. Die 
Flächen des Schema (XIV) geben uns nun in Verbindung mit ihren 
parallelen Flächen und durch die nachherige Spezialisirung der Indices 
für diese Art der Hemisymmetrie die folgende Reihe holoedrischer 
Formen : 

1. Die Tritopyramide g>[hkl\oier 9 {AZA;}* Dem ersteren Sym- 
bole entspricht eine Form, Fig« 156 mit den 12 Flächen 

hkl Ihk klh 

^fg g^f fg^ 
m m kU 

^fg g^ 7^ 

welche die eine Hälfte der Flächen der Dipyramide sind. Die andere 
Hälfte entspricht der korrelaten Form (p(hlk')f deren Flächen sich aus 
dem letzten Schema durch Vertauschung der Indices k mit l und / mit 
g ergeben. Man überzeugt sich leicht, dass je zwei solche korrelate 
Formen sich durch Drehung um die morphologische Axe in parallele 
Stellung bringen lassen. Zum Unterschiede kann man ersichtlich von 
zwei solchen Formen die eine als linke, die andere als rechte bezeich- 
nen, je nachdem die Pole der oberen Flächen links oder rechts von dem 
nächsten primären Hauptzonenkreise liegen. 

Da die Pole der oberen und der unteren Flächen (XXI) alle 
gleich weit von einander abstehen, und sich je zwei Flächen wie (JikV) 
und (efg^ in einer Linie des basischen Hauptschnittes schneiden, so ist 
diese Form eine sechsseitige Pyramide, die als Basis ein reguläres 
Sechseck hat, die Seiten dieses Sechseckes sind aber nicht parallel zu 
irgend welchem der Hauptschnitte, sondern haben eine intermediäre 
Lage, die ^ je zwei korrelate Formen um gleich viel nach entgegen- 
gesetzten Seiten von der Richtung der Hauptschnitte abweicht. Da die 
Basis senkrecht zur morphologischen Axe, so ist sie natürlich eine hemi- 
hexagonale Ebene, und ihr Umriss daher ein krystallographisches 
reguläres Sechseck. 

Die 12 Flächen dieser Form sind triklinische und haben die Ge- 
stalt gleichschenkliger Dreiecke. Von den 8 Ecken sind 2 sechsflächig 
und hemihexagonal, 6 aber vierflächig und monoklinisch; die 18 Kanten 
zerfallen in 12 gleichwerthige Polkanten (L^ und in 6 eben solche 
Basiskanten (2>). Die Axenrichtungen gehen durch unsymmetrisch 
gelegene Punkte der direkten Flächen. Zui* Bestimmung der Trito- 
pyramiden von gleicher Basis haben wir dieselbe Bedingung wie bei der 



Dipyramide; ebenso auch fßr die Bestimmung der zugehörigen Varietät 
der folgenden Form. 

2. Das Tritoprisma (p\pqr\ oder g>\prq\ , wenn l>4"?+** 
= 0. Dem ersteren Symbole entspricht die Fig. 157. Diese Form 
stimmt in geometrischer Hinsicht mit dem rhomboedrischen Tritoprisma 
überein, unterscheidet sich aber vom letzteren durch den monoklini- 
schen Charakter seiner 6 Flächen , deren Pole ja in den basischen 
Hauptschnitt fallen. 

' Der Querschnitt ist ein regelmässiges Sechseck, für dessen Lage 
dasselbe wie für die Basis der Tritopyramide gilt. Die der morpholo- 
gischen Axe parallelen 6 Kanten (i) sind sämmtlich gleichwerthig. 

3. Die gyroidale Protopyramide ^jAfcfc) , Fig. 158; die 
Flächen (XXI) werden für die Substitution k = l identisch mit den 
Flächen einer holosymmetrischen Protopyramide, mit der also die gegen- 
wärtige Form in geometrischer Hinsicht übereinstimmt. Die Flächen 
der letzteren sind aber monoklinisch und die Ecken theils hemihexa- 
gonal, theils monoklinisch. 

4. Das gyroidale Protoprisma g)|2n|, Fig. 159, bestehend 

aus denselben Flächen, wie die entsprechende holohexagonale Form; 
die Flächen sind aber in diesem Falle monoklinische. 

5. Die gyroidale Deuteropyramide ^jWZ}, Fig. 160, wenn 
2i = Ä -|- Z, gebildet von 12 triklinischen Flächen, welche dieselbe 
Lage wie bei der entsprechenden holohexagonalen Form haben. Indem 
für die Ecken dieser Form dasselbe wie bei der Protopyramide gilt, 
sieht man, dass sich diese Formen sowie die vorhergehende Tritopyra- 
mide nur durch ihre Stellung, nicht aber durch ihre allgemeinen Sym- 
mbtrieverhältnisse unterscheiden. 

6. Das gyroidale Deuteroprisma 9{ lOl}, Fig. 161, welches 
ebenfalls in geometrischer Hinsicht mit der entsprechender; holohexa- 
gonalen Form übereinstimmt, aber von monoklinischen Flächen gebildet 
wird. Auch diese Form und das vorhergehende Proto- und Titoprisma 
unterscheiden sich nicht durch die Art ihrer Symmetrieverhältnisse, 
sondern nur durch ihre Stellung zu den Hauptschnitten. 

Die bisher abgehandelten 6 Formen können somit eigentlich als 
Varietäten zweier derselben, der Tritopyramide und des Tritoprisma, 
betrachtet werden. 

7. Das gyroidale Pinakoid 9)|lllj, welches nur zwei zur 
morphologischen Axe senkrechte Flächen mit h emisymmetrischem Cha- 
rakter sind. Durch letzteren Umstand unterscheidet sich dasselbe von 
der entsprechenden holohexagonalen und rhomboedrischen Form« 
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S. 48. Beüterohemihezagonale oder gyroidale Formen. B. Hernie der. 

Wenn wir die durch das Schema (XXI) gegebenen Flächen der 
Tritopyramide in zwei korrelate Hernieder zu zerlegen suchen, so finden 
wir, dass diess nur auf eine Art ausgeführt werden kann , welche mit 
Hilfe der Spezialisirung der Indices die folgende Reihe hemiedrischer 
Formen gibt. 

8. Die Tritohemipyramide aq) {hkl\j %(p \efg\^ %g> {hlk\, 
Htplhkl], Nehmen wir von der Tritopyramide g>\hJcl\ die folgenden 
GFlächen: 

hkl Ihk klh ) rTYTn 



^fg ff^f ig^ 

so erhalten wir die dem Symbole xgp |äW|, Fig. 162, entsprechende 
Form. Die verschiedenen Arten dieser Form unterscheiden sich den 
angegebenen Symbolen zufolge als rechte und linke, direkte und inverse; 
je zwei korrelate Formen können aber immer durch Drehung um die 
morphologische Axe in parallele Stellung gebracht werden. 

Jede dieser Formen ist nämlich eine dreiseitige Pyramide mit 
einem krystallographischen gleichseitigen Dreiecke zur Basis, dessen 
Seiten aber weder den primären, noch den sekundären Hauptschnitten 
parallel sind, sondern eine intermediäre Lage haben. Je eine direkte 
und inverse Form, die korrelat sind, haben dieselbe Basis, aber in 
gerade entgegengesetzter Lage; für rechte und linke korrelate Formen 
ist jedoch die Basis um gleich viel nach rechts und links von den primären 
Haaptschnitten gedreht. 

Die 6 Flächen dieser Form sind triklinische, die 5 Ecken alle 
dreiflächig, und zwar $ind 2 der letzteren hemihexagonal, 3 aber nio- 
noklinisch. Die 9 Kanten zerfallen in 6 gleichwerthige Polkanten {H) 
und in ä eben solche Basiskanten (i>). Die Axenrichtungen gehen 
durch unsymmetrisch gelegene Punkte der Flächen. Varietäten dieser 
Form sind die nachfolgende Proto- und Deuterohemipyramide, die 
Hernieder der gyroidalen Proto- und Deuteropyramide. Wird die mor- 
phologische Axe der gegenwärtigen Form unendlich, so geht sie in die 
zugehörige Varietät der folgenden über. 

9.Das Tritohemiprisma x9)|/?g'r|,Fig.l63,x9)|/>rg'|, %fp\^qr\^ 
x^l^rg*!, wenn p + ^ -|- «* = 0, als Hernieder des Tritoprisma. Die 
3 Flächen dieser Form sind also monoklinisch , die 3 Kanten (JST) 
gleichwerthig und der Querschnitt ein krystallographisches gleichsei- 
tiges Dreieck, über dessen Lage für die verschiedenen Varietäten dieser 
Form dasselbe gilt, was wir über die Basis der vorhergehenden Form 
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gesagt haben. Die Axenrichtungen gehen auch hier durch unsymme- 
trisch gelegene Punkte der Flächen. 

10. Die gyroidale Protohemipyramide x9|Äfcfc|, Fig. 164, 
oder '^fp\eff\ unterscheidet sich von der entsprechenden holohexagonalen 
Form durch den triklinischen Charakter der 6 Flächen und durch die 
Ecken, die zu 2 hemihexagonal, zu 3 aber monoklinisch sind. 

11. Das gyroidale Protohemiprisma x9l2lI|,Fig. 165^ und 
x9|2ll t stimmt bis auf den monoklinischen Charakter seiner 3 Flächen 
mit der entsprechenden holohexagonalen Form überein. 

l2.Die gyroidale Deuterohemipyramidex9)|Ai7|,Fig. 166, 
oder %(p\hli\^ wenn 2e = A -|~ ^ ^^^ ^^^ denselben Flächen gebildet 
wie die gleichnamige holohexagonale Form; die 6 Flächen sind aber 
hier triklinische und die 5 dreiflächigen Ecken zu 2 hemihexagonal, zu 
3 aber monoklinisch. 

14. Das gyroidale Deuterohemiprisma x^llOll^Fig. 167, 
undx9>|llO|, welches sich durch seine 3 monoklinischen Flächen von 
der entsprechenden holohexagonalen Gestalt unterscheidet. 

§. 49. Hemimorphe hexagonale Formen. 

Da im hexagonalen Systeme der zur morphologischen Axe senk- 
rechte Hauptschnitt T(lll) mit keiner anderen Fläche gleich werthig 
ist, so sind in diesem.Systeme auch hemimorphe Formen möglich. Jede 
der im Vorhergehenden aufgezählten geschlossenen Formen dieses Systems 
gibt demzufolge zwei korrelate hemimorphe Formen, je nachdem man 
von ihren Flächen entweder bloss die oberhalb oder unterhalb des ba- 
sischen Hauptschnittes liegenden als vorhanden betrachtet. So ent- 
sprechen der holomorphen Dipyramide \hkl\ zwei hemimorphe Dipyra- 
miden, deren jede nur ein zwölfflächiges hexagonales Eck ist. Die 
Bezeichnung der zwei letzteren Formen ist if\hkl\ und ^|%H|, indem 
wir jede untere hemimorphe Form durch diejenige ihrer Flächen be- 
zeichnen, welche auch als obere Fläche zur Bezeichnung dienen würde, 
falls wir die positiven und negativen krystallographischen Axenrich- 
tungen gegenseitig vertauschen. 

Für jede geschlossene holomorphe Form, die eine Basis hat und 
also eine Pyramide ist, fallen die entsprechenden korrelaten , hemi- 
morphen Formen offenbar in eins zusammen, falls die morphologische 
Axe der Pyramide unendlich wird; es geht nämlich die letztere, sowie 
ihre hemimorphen Formen in das zügehörige Prisma über. Hieraus geht 
hervor, dass von den offenen hexagonalen Formen denjenigen Prismen, 
welche zu Pyramiden gehören, keine hemimorphen Formen entsprechen. 
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Anders stellt sich jedoch die Sache für Prismen, welche zu geschlos- 
senen Formen gehören, die keine Pjrramiden sind; jedes solche Prisma, 
dessen Flächen, wie diese Art der Betrachtung lehrt, theil weise als 
obere und untere aufzufassen sind, gibt zwei hemimorphe Prismen von 
gleicher Flächenanzahl. Die bezüglichen Fälle sind: 

1. Das Diprisma \pqr\y Fig. 132, insoferne es an hemiedrischen 
Rrystallen das zu einem Ditrapezoeder n\hkl\^ Fig. 137, gehörige 
Prisma vorstellt; die abwechselnden Flächen geben die korrelaten 
hemimorphen Diprismen ^Ijpgrl und ff\prq\, welche in geome- 
trischer Hinsicht mit den Tritoprismen (plpqr], Fig. 157, und g)\prq 
übereinstimmen. 

2. Das rhomboedrische Diprisma n\pqr\j Fig. 147, gibt durch 
abwechselnde Flächenpaare die hemimorphen rhomboedrischen 
Bi^xismen Qn\pqr\ und Qn\pqr\, welche geometrisch mit den kor- 
rekten protosphenoidischen Prismen z\p^\ , Fig. 139, und il^fl'^l 
übereinstimmen. 

3. Dem rhomboedrischen Protoprisma «12111, Fig. 149, ent- 
sprechen die hemimorphen rhomboedrischen Protoprismen 
^«I2ni und ^«1211 1, welche in geometrischer Hinsicht wieder mit den 
zwei Protohemiprismen zl2lT|, Fig. 141, und zl211| identisch sind. 

4. Das rhomboedrische Prisma x«|pgr|, Fig. 153, gibt durch seine 
abwechselnden Flächen die hemimorphen. rhomboedrischen 
Prismen Qxn\pqr\ und (f*n\pfq\y welche in ihren geometrischen Ei- 
genschaften mit den korrelaten Tritohemiprismen «9|l>J^h Fig. 163, 
vindxg>\prq\ übereinstimmen. 

Zum Schlüsse bemerken wir noch, dass natürlich auch die ver- 
schiedenen Arten von Pinakoiden hemimorph auftreten können, wo sie 
dann entweder bloss die Fläche (111) oder die Fläche (IIT) vorstellen. 

$. 50. Hezagonale Kombinationen. 

Die Kombinationen, welche Krystalle des hexagonalen Systems 
zeigen können, zerfallen mit Bezug auf die Symmetrie ihrer krystallo- 
graphischen und physikalischen Eigenschaften in holohexagonale, rhom- 
boedrische und gyroidale, wie sich aus den Entwicklungen der vor- 
hergehenden Paragraphe dieses Kapitels ergibt. Je nach dem Auftreten 
hemiedrischer und hemimorpher Formen kann man die angegebenen 
Arten von Kombinationen erstens in holoedrische und hemiedrische, 
zweitens in holo- und hemimorphe Kombinationen abtheilen. Bis jetzt 
sind jedoch nur in der rhomboedrischen Abtheilung hemiedrische und 
hemimorphe Kombinationen bekannt, und zwar von den letzteren nur 
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solche, die holoedrisch sind. Im Nachfolgenden sind einige Beispiele 
hexagonaler Kombinationen beschrieben. 

Fig. 168 stellt eine am Beryll auftretende Kombination vor, 
welche holohexagonal und holoedrisch ist. Werden die 12 Flächen x 
als Protopyramide |100| gewählt, so entspricht dem Beryll ein Axen- 
winkel |= 112® 40' und die Symbole der übrigen Formen werden, wie 
sich zum Theile schon durch die Zonenregel ergibt. 

HUI, |100|, 15111, 12111, 14121, |2T0| 
t X r p 8 u 

Fig. 169 ist eine hemiedrische, rhoraboedrische Kombination, wie 
sie am Quarze beobaphtet wird. Die zwölf Flächen a? und ^ bilden 
scheinbar eine Proto- oder Deuteropyramide, da aber die physikali- 
schen Eigenschaften dieser Flächen verschieden sind, so müssen sie, 
als zwei korrelaten Rhomboedem angehörig betrachtet werden ; eine 
Ansicht, welche auch durch die übrigen krystallographischen Ver- 
hältnisse bestätigt wird. Bestimmt man die Axenebenen durch die 
Flächen x oder z, so gibt die Beobachtung für Quarz den Axenwinkel 
I = 930 58' und für die betrachtete Kombination die Bezeichnung 

«IIOOI, «11221, »12111, X7rt4l2|, x«t221| 
0) z p s n 

Den Flächen ^' uod w' entsprechen daher die Symbole (221) und 
f2l2). An anderen Krystallen des Quarzes kommen statt der Formen 
sundn die korrelaten Formen x«t421| und ««12121 vor, weichein 
Fig. 169 die anderen Kanten des Prisma p so abstumpfen würde, dass 
z. B. in die Zone [ä?'/?'] je eine Fläche dieser zwei Formen entfällt. Es 
steht diess im Zusammenhange mit den optischen Eigenschaften der 
Quarzkrystalle; dieselben drehen nämlich längs ihrer morphologischen 
Axe die Polarisationsrichtung des Lichtes, und zwar entweder nach 
links oder rechts, je nachdem die parallelen Kanten von den Flächen 
wie a?, 8j n\ p' von links oben nach rechts unten , wie in Fig. 1 69, 
oder aber von rechts oben nach links unten verlaufen, wie in dem 
zweiten erwähnten Falle. 

Fig. 170 gibt eine Kombination des Apatites. Dieselbe ist 
gyroidal und holoedrisch. Betrachtet man die Formen x und r als 
Protopyramiden, so ist 8 eine Deutero-, u aber eine Tritopyramide. 
Man hat für dieses Mineral einen Axenwinkel J = 105® 48' und die 
Symbole 

911111, 9>{iooi, 9>i5ni, 9>t2Tii, <pi4T2r, 912101 
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• Fig. 171 stellt eine hemimorphe Kombination vor, wie sie am 
Turmalin beobachtet wird, der im übrigen rhomboedrisch, und zwar 
holoedrisch krystallisirt. Die hemimorphen Formen sind die mit <, 
gy ö, 'p bezeichneten; wählt man die Flächen des Rhomboeders a?zu 
Axenebenen, so hat man den Messungen zufolge für Turmalin den 
Axenwinkel i = 100® 34'. Die Symbole der einzelnen Formen der be- 
trachteten Kombination ergeben sich sämmtlich durch blosse Anwen- 
dung der Zonenregel, es ist 

«|100|, «IIOII, ^«12111, ?«|011|, ^«lllll, ^«ITUI 
X q y g t e 

wobei der Fläche ^' die Bezeichnung (HO) entspricht. Turmalin zeigt 
im Einklänge mit der Hemimorphie seiner Krystallgestalt die Erschei- 
nungen der Pyroelektrizität. 

Der in Fig. 172 dargestellte Penetrationszwilling des Kalk- 
spathes(|= 101® 55') könnte als ein blosser Ergänzungszwillitig 
der zwei korrelatenRhomboeder«|100| und «1 122 1 aufgefasst werden, 
in welchem Falle die Flächen der beiden Formen ungleichwerthig sein 
müssten. Allein in der Natur sind beiderlei Flächen Theilungsflächen, 
welche im Kalkspathe parallel den Flächen «1100 1 sind. Wir haben 
es daher mit einem wirklichen Zwillinge zu thun, der nach dem Zwil- 
lingsgesetze «Ulli gebildet ist. An demselben Minerale werden auch 
die Zwillingsgesetze «1100 1, ä|I11|, «jOll) beobachtet. 

Anmerkung. Es ist hier noch zu bemerken, dass an einigen rhom- 
boedrischen Mineralien, wie Dioptas, Fhenakit, Titaneisenerz Bhomboeder 
angegeben werden, deren Flächenpoie zwischen die Hauptschnitie fallen, 
und die daher gegen die eigentlichen Bhomboeder eine mehr oder weniger 
gedrehte Stellung haben. Solche Formen würden eigentlich ein System 
bedingen, in welchem der allgemeinste Fall gleichwerthiger Ebenen nur 
durch 3 unter einander und zur morphologischen Axe gleich geneigte 
Ebenen gegeben ist, also ein tetartohexagonales System. Obwohl freilich 
die physikalischen Eigenschaften der genannten Mineralien sehr uutoU- 
ständig untersucht sind, so scheinen doch für dieselben die gewöhnlichen 
Symmetrieverhältnisse rhomboedrischer Kry stalle zu gelten, so dass jene 
Rhomboeder, welche meist untergeordnet auftreten, wohl nur als eine Art 
Meroedrie (§. %9) des Skalenoeders aufzufassen sind. Die Flächen eines 
Skalenoeders, die sich in abwechselnden Seitenkanten schneiden, bilden 
natürlich für sich ein Bhomboeder von der angegebenen Stellung. 



7. Kapitel. 



Die Symmetrieverliältnisse des tetragonalen 

Systems. 

S. Sl.Die gleichwerthigen Ebenen des hole- nndhemitetra^^onalen Systems. 

Tetragonale Krystalle haben fünf Hauptschnitte, von denen vier 
(^Uj F, Ä, i20 tautozonal sind und sich unter gleichen Winkeln schnei- 
den, der fünfte (TF) aber auf den anderen senkrecht steht. Den letz- 
teren Hauptschnitt wählen wir immer zur Axenebene -äTF, als Axen- 
ebenen YZ und JÜZ aber nehmen wir zwei der vier tautozonalen 
Hauptschnitte, die auf einander senkrecht stehen; in letzterer Hinsicht 
haben wir also die Wahl zwischen zwei Paaren von Hauptschnitten. 
Sind die Hauptschnitte CT, W die zu Axenebenen gewählten, so können 
wir durch einen der übrig bleibenden, jB etwa das Verhältnis zweier der 
Axenlängen bestimmen. Da somit die Axenebenen auf einander senk- 
recht stehen und zwei Axenlängen gleich werden, so haben die Elemente 
tetragonaler Krystalle die Form 

a: az c 

1 = 1^ = ^ = 90« 

und können sich für verschiedene also krystallisirende Substanzen nur 
durch den Werth des Verhältnisses a : o oder die Grösse c unterschei- 
den, da wir a immer gleich eins setzen. Die Hauptschnitte erhalten 
ersichtlich die Bezeichnung 

Z7(100), rCOlO), IFCOOl) 

ÄCHO), Ä'(lTO); 
ihre Pole und die ihnen entsprechenden Hauptzorienkreis^ werden aber 
auf der Sphäre der Projektion die in Fig. 173 gegebene Lage haben. 
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Es fdgt diess auch schon aus dem im fünften Kapitel Gesagten, indem 
die Hauptschnitte des tesseralen Systems durch blosse Weglassung der 
Hauptschnitte P, P', Q, Q/ in die des tetragonalen Systems übergehen. 
In Uebereinstimmung hiermit finden wir, dass auch für dieses System 
jeder Hauptzonenkreis dasselbe Symbol erhält, wie der Hauptschnitt, 
der auf dieser Zone senkrecht steht. 

Den Hauptschnitt TT, welcher senkrecht zur ZAxe ist, nennen 
wir den basischen Hauptschnitt, von den vier tautozonalen Haupt- 
schnitten aber die zwei zu Axenebenen gewählten die primären, die 
anderen zwei die sekundären Hauptschnitte. Es ist klar, dass das 
eingeführte Axensystem mit Bezug auf den basischen und die primären 
Hauptschnitte ein isoschematisches Axensystem der ersten Art mit 
Bezug auf die sekundären aber eines der zweiten Art ist. Da unter den 
tautozonalen Hauptschnitten solche vorkommen, die nicht auf einander 
senkrecht stehen, so werden tetragonale Krystalle bei jeder Tcmpis- 
ratnr isoschematisch sein müssen mit Bezug auf jede ihrer Flächen, 
welche in der Zone der primären Hauptschnitte liegt, deren Pol also in 
den Hauptzonenkreis W entfällt. 

Wie man nun für dieses System zur Kenntnis der Ebenen gelangt, 
die mit der Ebene (hht) einen einfachen, nach allen Hauptschnitten iso- 
schematischen Komplex bilden, ist nach dem^ was wir über diese Aufgabe 
bei Gelegenheit des tesseralen Systems gesagt haben, unmittelbar klar, 
und man überzeugt sich leicht, dass das dort mit (H) bezeichnete 
Schema einen einfachen Komplex von Ebenen gibt, der nach einer 
Anzahl Flächen isoschematisch ist, welche den Hauptschnitten des 
gegenwärtigen Systems entsprechen. 

Für das holotetragonale System, in welchem alle Haupt- 
schnitte Ebenen der Symmetrie sind, ist also die Anordnung der gleich- 
werthigen Ebenen gegeben durch das Schema 

hkl %kl Tikl hJcl rYYTTrk 

kJd m JcKl kM e^uuiij 

die Anordnung gleichwerthiger Richtungen aber durch die Normalen 
der in diesem Schema enthaltenen Ebenen. Welches die Vertheilung 
der Pole dieser Ebenen auf der Sphäre der Projektion sein wird, geht 
auch unmittelbar aus dem für das tesserale System Gesagte hervor. Man 
überzeugt sich aber auch leicht direkt von der Richtigkeit der in 
Fig. 173 gegebenen Anordnung der Pole dieser Ebenen. Nachdem näm- 
lich die Vorzeichen ihrer Indices so gewählt sind, dass sie lauter obere 
Ebenen sind, d. h. solche, deren Pole auf derselben Seite des Haupt- 

T. Lang, Krystallographie. |^ 
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zonenkreises W liegen wie der Pol (111), und ihre Anzahl 8 ist, so 
muss natürlich in jedes der 8 Dreiecke, in welche die obere Hälfte der 
Sphäre durch die Hauptschnitte getheilt wird, der Pol je einer dieser 
8 Ebenen entfallen. 

Der Pol einer oberen Ebene E(i^i2i{) wird aber in das Dreieck 
(100) (110) (001) fallen, je nachdem er 

erstens auf derselben Seite des Hauptzonenkreises F[010] liegt 
wie die Pole (HO), (010). . .und 

zweitens auch auf derselben Seite des Hauptzonenkreises 

Ä'[T10] wie die Pole (100), (tlO) liegt. Diess gibt uns aber für 

die Indices der Ebene E die Bedingungen 

d* h. es muss 

H ^ «*2 > 
sein. Natürlich muss auch i^ positiv sein, indem sonst die Ebene £ ja 
keine obere wäre; sonst kann aber i^ beliebig gross sein* 

Setzen wir nun voraus, dass A, &, l positive Grössen sind und 

A>ifc 

so wird in das Dreieck (100) (HO) (001) der Pol der Ebene (W) 
entfallen müssen. Hieraus ergibt sich aber auch sogleich die Lage der 
Pole der übrigen Ebenen (XXIH). Je zwei benachbarte der 8 Dreiecke, 
die zu beiden Seiten eines primären Hauptschnittes liegen, unterscheiden 
sich nur durch die Richtung einer Axe, solche benachbarte Dreiecke 
jedoch, die zu beiden Seiten eines sekundären Hauptschnittes liegen, 
haben mit Bezug auf die ZAxe die gleiche mit Bezug auf die JT- und 
TAxe aber entgegengesetzte Lage. 

Die Pole der Ebenen (XXIII) werden alle gleich weit abstehen 
vom Pole (111) und die Winkel zwischen je zwei benachbarten Polen 
können nur zweierlei Werthe haben, je nachdem der betreffende Win- 
kel durch einen primären oder sekundären Hauptschnitt halbirt wird. 

Mit Hilfe des Schema (XXIII) überzeugt man sich leicht, dass 
die primären Hauptschnitte nur unter sich und mit keiner anderen 
Ebene gleichwerthig sind, was übrigens auch durch unmittelbare geo- 
metrische Anschauung sich ergibt. Dasselbe gilt aber auch für die se- 
kundären Hauptschnitte und für den basischen Hauptschnitt, welcher 
letztere mit keiner anderen Ebene gleichwerthig ist. Demzufolge ent- 
sprechen von den 3 Axenrichtungen nur die X- und YAxe gleichwer- 
thigen Richtungen. In dem Schema (XXIII) finden wir auch, dass der 
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Index ?, welcher sich auf die ZAxe bezieht, immer seine dritte Stelle 
beibehält und nur die anderen zwei Indices ihren Platz vertauschen. 

Gehen wir jetzt zur Betrachtung der Hemisymmetrie über, 
so finden wir, dass nur ein einziges hemitetragonales System möglich 
ist, dessen gleichwerthige Ebenen durch die folgenden vier der Ebenen 
(XXIIT) repräsentirt werden 

hkl Jchl JiTcl kU fXXIV) 

Alsdann ist nur mehr der basische Hauptschnitt eine Ebene der 
Symmetrie, mit Bezug auf welche die Ebenen (XXIV) offenbar einen 
zweizähligen isoschematischen Komplex bilden. Es sind aber auch dann 
noch die primären Hauptschnitte, sowie die sekundären unter sich 
gleichwerthig. 

Es hat freilich den Anschein, als ob noch eine zweite Art der 
Hemisymmetrie möglich wäre, repräsentirt durch die Ebenen 

hkl Ikl lU hkl 

in welchem Falle nicht nur der basische, sondern auch die primären 
Hauptschnitte Ebenen der Symmetrie wären. Allein diese vier Ebenen 
bilden einen einfachen, nach den Hauptschnitten J7, F, W isoschema- 
tischen Komplex, welches der Fall des folgenden rhombischen Systems 
ist, wesshalb also dem $. 26 zufolge eine solche Hemisymmetrie des 
tetragonalen Systems nicht möglich ist. Das Gleiche gilt von einer 
durch die Ebenen 

hkl hlk hkl kU 
gegebene Symmetrie, welche wieder einen einfachen Komplex vor- 
stellen, der isoschematisch ist nach den drei zu einander senkrechten 
Hauptschnitten jB, iZ', W. 

Zur vollständigen Kenntnis der Symmetrieverhältnisse dieses 
Systems haben wir noch die speziellen Lagen der Ebene Qhkt) zu be- 
trachten, aus welcher wir die übrigen Ebenen der Schema (XXIII) und 
(XXIV) abgeleitet haben. Ohne die Allgemeinheit zu beschränken, 
können wir hiebe! annehmen , dass der Pol (hkt) in dem Dreiecke 
(100) Cl 10) COOi) liegt, und erhalten so die folgenden sieben Fälle. 
Der Pol der Ebene (hkl) kann nämlich liegen: 

1. in keinem der Hauptzonenkreise, was eben der schon betrach^ 
tete allgemeine Fall ist; 

2. in dem basischen Hauptzonenkreise Tr[001], in Folge dessen 

1 = 
wird und das Schema (XXIII) nur vier wesentlich verschiedene Ebenen 
vorstellt; 

14* 
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3. in den sekundären Hauptzonenkreis ^'[IlO], in welchem Falle 

h = k 

wird und das allgemeine Schema vier Ebenen gibt; 

4. in den beiden Zonenkreisen i2'[I10] und FF[001], demzufolge 

Ä = fc, Z = 

sein muss und das Schema (XXIII) uns die sekundären Hauptscbnitte 
repräsentirt; 

5. in dem primären Hauptzonenkreise F[OlO], wodurch 

fe = 

wird und die Ebenen (XXIir) sich auf vier reduziren; 

6. in den beiden Zonenkreisen F[010] und Tr[001], wobei 

sein muss und die Ebenen (XXIII) in die zwei primären Hauptschnitte 
übergehen ; 

7. endlich in den beiden Zonenkreisen F[010] und i2[110], 
wodurch 

wird und die Ebenen (XKHI) sich auf den basischen Hauptschnitt 
reduziren. 

Eine weitere Einsicht in die Anordnung der gleichwerthigen 
Ebenen erhalten wir wieder durch die folgende Untersuchung über die 
holo- und hemisymmetrischen Formen dieses Systems; die Lage, welche 
für diese Formen die Pole ihrer Flächen haben, ergibt sich aus Fig. 173. 

S« 52. Holotetragonale Formen. A. Holoeder. 

Untersuchen wir die Hauptaxen holotetragonaler Krystalle, so 
überzeugen wir uns mit Hilfe der Fig. 173 leicht, dass solcher Haupt- 
axen 5 sind. Wir haben nämlich eine tetragonale Axe, welche die 
Richtung der ZAxe ist, und die uns daher eine morphologische Aie 
gibt; senkrecht zu demselben haben wir aber vier rhombische Seitenaxen, 
die zwei gleichwerthigen Richtungen entsprechen, je nachdem sie die 
Durchschnitte des basischen Hauptschnittes mit den primären oder 
sekundären Hauptschnitten sind. Die ersteren zwei, welche offenbar 
die X" und FAxe sind, nennen wir die primären, die anderen zwei 
die sekundären Seitenaxen* 
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Indem wir nun %, fe, l als rational voraassetzen, erlialten wir aus 
Schema (XXIII) als allgemeinsten Fall eines holotetragonalen Holoe- 
ders die folgende Form : 

1. Die Dipyramide [hkl\, Fig.i74, mit den 16 Flächen 

hhl Tikl Kkl hTcl \ 
hhl Ihl lU kU ( 

m hU hki m l <^^^ 

m kill khi jchi I 

deren Symbole sich aus dem einer derselben dadurch ableiten, dass 
man in dem Symbole dieser Fläche bloss die Zahlenwerthe der zwei 
ersten Indices vertauscht, und in den so erhaltenen zwei Symbolen die 
Zeichen entsprechender Indices auf alle möglichen Weisen ändert. Die 
Lage der Pole der oberen Flächen auf der Sphäre der Projektion ist 
unter der Voraussetzung A > fc die in Fig. 173 gegebene, wie wir ja 
schon gesehen haben. 

Die 16 Flächen dieser Form sind triklinische und haben die Ge- 
stalt von ungleichseitigen Dreiecken; diese Form ist nämlich eine 
Pyramide, deren Basis in den Hauptschnitt W fällt, da ja je zwei 
Flächen wie (hkl) und (hkt) sich in einer Linie des basischen Haupt- 
schnittes schneiden. Der ümriss der zur morphologischen Axe senk- 
rechten Basis ist aber ein krystallographisches symmetrisches Achteck. 
Von den 10 Ecken sind 2 achtflächig und tetragonal, 8 aber vierflächig 
und rhombisch. Letztere sind zweierlei Art, je nachdem sie die End- 
punkte der primären oder der sekundären Seitenaxen sind; die mor- 
phologische Axe geht natürlich durch die beiden tetragonalen Ecken. 
Die 24 Kanten zerfallen in 8 gleichwerthige Basiskanten L und in zwei 
Gruppen von je 8 gleichwerthigen Polkanten Knnd jP, von denen die 
ersteren in den primären , die letzteren in den sekundären Haupt- 
schnitten liegen. Die Bedingung, dass zwei Dipyramiden, \hkl\ und 
I A'fc'Z' I die gleiche Basis haben, ist offenbar die, dass ihre entspre- 
chenden Flächen (hkt) und (A'fc'Z') mit dem basischen Hauptschnitte 
cool) in einer Zone liegen; es muss also 

A— ^ 
k ~ k* 

sein. Da wir immer h=^h' machen können, so wird dann auch fc = fc' 
und die Basis der zwei Dipyramiden wird nicht nur den gleichen ümriss, 
sondern auch dieselbe absolute Grösse haben. Wird die morphologische 
Axe der zweiten Dipyramide \hkV\ unendlich, also l' = 0, so erhalten 
wir die nachfolgende Form lAJkOl, welche der erste spezielle Fall der 
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Dipyramide \hkl\ ist, und dem Gesagten zafolge das zur letzteren Form 
gehörige Prisma vorstellt. 

2. Das Diprisma lAfcOl, Fig. 175, gebildet von den Strikli- 
nischen Flächen ^ 

hkO hkO hJcO hhQ 
khO JchO JehO khO 

welche sämmtlich der morphologischen Axe parallel sind und somit nar 
eine offene Form geben. Die 8 Kanten zerfallen in zwei Gruppen von 
je 4 gleichwerthigen Kanten AT, F, je nachdem dieselben in den pri- 
mären oder sekundären Hauptschnitten liegen, oder was dasselbe ist, 
je nachdem dieselben senkrecht auf den primären oder sekundären 
Seitenaxen stehen. Der Querschnitt dieses Prisma ist ein symmetri- 
sches Achteck. 

3. Die Protopyramide {hhl\ , Fig. 176, welche von den 8 
Flächen 

hhl m m hhl 

m Ml hhl hhl 

gebildet wird, entsteht aus der Dipyramide durch Verschwinden der 
Kanten F, und ist also eine vierseitige Pyramide mit quadratischer 
Basis. Die Seiten dieses Quadrates sind parallel den sekundären Sei- 
tenaxen, daher die verschiedenen Varietäten dieser Form auch alle 
von gleicher Basis sind. 

Die 8 Flächen sind monoklinische, da ihre Pole in die sekundären 
Hauptschnitte fallen; ihre Umrisse sind gleichschenklige Dreiecke. 
Von den 6 vierflächigen Eoken sind 2 tetragonal, 4 als Endpunkte der 
primären Seitenaxen rhombisch. Unter den 12 Kanten sind 8 gleich- 
werthige Polkanten K und 4 gleichwerthige Basiskanten Z/, durch 
deren Mittelpunkte die sekundären Seitenaxen gehen. Wird die mor- 
phologische Axe dieser Form unnedlich, so erhalten wir als zugehöriges 
Prisma die nachfolgende Form: 

4. Das Protoprisma IllOl, Fig. 177, begrenzt von den 4 
vollkommen bestimmten Flächen 

110 110 
TIO lIO 

welche den sekundären Hauptschnitten parallel sind, daher es von 
dieser Form nur eine einzige Varietät gibt. Die 4 Flächen sind rhom- 
bische, indem sie auf den sekundären Seitenaxen senkrecht stehen. 
Die 4 der morphologischen Axe parallelen Kanten K liegen, in den 
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primären Hauptschnitten und sind gleichwerthig; durch Punkte der- 
selben gehen die zu ihnen senkrechten primären Seitenaxen. Der 
Querschnitt ist ein Quadrat, dessen Seiten parallel den sekundären 
Seitenaxen sind. 

5. Die Deuteropyramide |A02|, Fig. 178 mit den 8 Flächen 

hol 0hl hol 0hl 
hol 0hl hol 0hl 

welche, da ihre Pole in die primären Hauptzonenkreise fallen , mono- 
klinische Flächen sind. Die Umrisse der letzteren sind gleichschenklige 
Dreiecke, und die Pyramide wird stumpf oder spitz genannt, je 
nachdem der von den gleichen Seiten dieser Dreiecke eingeschlossene 
Winkel grösser oder kleiner als 60® ist. Die 6 Ecken sind alle vier- 
flächig, zwei derselben sind tetragonal, die übrigen als Endpunkte der 
sekundären Seitenaxen rhombisch. Die 12 Kanten zerfallen in 8 gleich- 
werthige Polkanten F und in 4 solche Basiskanten L; die ersteren 
liegen in den sekundären Hauptschnitten, durch die Mittelpunkte der 
letzteren aber gehen die primären Seitenaxen. 

Diese Form entsteht aus der Dipyramide durch Verschwinden 
der Kanten f, wodurch die Basis in ein krystallographisches Quadrat 
übergeht, dessen Seiten parallel den primären Seitenaxen sind. Die 
verschiedenen Varietäten dieser Form sind daher alle von gleicher 
Basis und unterscheiden sich von den Protopyramiden nicht durch die 
Art ihrer Symmetrieverhältnisse, sondern abgesehen von den Winkel- 
werthen, nur durch ihre um 46^ gedrehte Stellung. 

6. Das Deuteroprisma |100),Fig. 179, als das zur vorher- 
gehenden Form gehörige Prisma, bestehend aus den 4 Flächen 

100 010 
lOO OIO 

welche parallel den primären Hauptschnitteil und daheim rhombische 
Flächen sind. Die 4 der morphologischen Axe parallelen Kanten F 
sind gleichwerthig und liegen in den sekundären Hauptschnitten. Die 
primären Seitenaxen sind senkrecht zu den Flächen, die sekundären 
aber gehen durch Punkte der Kanten. Der Querschnitt ist ein Quadrat, 
dessen Seiten parallel den primären Seitenaxen sind, daher sich also 
diese Form von dem Protoprisma auch nicht durch die Symmetrie- 
verhältnisse, sondern nur durch seine um 45® gedrehte Stellung unter- 
scheidet. 

7. Das Pinakoid lOOll, welches nur aus den 2 Flächen 

001 OOI 
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besteht und in den Fig. 175, 177, 179 benützt wurde, um die ebenfalls 
offenen Prismen damit zu schliessen. Letztere Figuren sind also ei- 
gentlich schon Kombinationen. Die Flächen des Pinakoids sind parallel 
dem basischen Hauptschnitte und senkrecht zu der morphologischen 
Axe, dieselben sind daher tetragonal. 

§. 53. Holotetragonale Formen. B. He mied er. 

In diesem Systeme sind drei Arten von Hemiedrien möglich, 
welche genau denjenigen entsprechen, die wir für das holohexagonale 
System kennen gelernt haben. Wir erhalten daher noch die folgenden 
holotetragonalen Formen: 

Erste Art der Hemiedrie. 

8. Das Trapezoeder 7i\hkl\ oder 7i\khl\. Die dem ersten 
Symbole entsprechende Form, Fig. 180, ist gebildet durch die folgenden 
8 abwechselnden Flächen der Dipyramide : 

fYYvr^ I ^^^ ^^^ ^^^ ^^^ 

^^y^i Im hjci hhi m 

Vertauscht man in diesem Schema A und fc, so erhält man die 
übrigen 8 Flächen der Dipyramide, da aber dieselben die Form '^[khl 
geben, so folgt, dassjezwei Trapezoeder ii\hkl\ undx|*JÄi| korrelat 
sind. Dieselben sind aber auch enantiomorph, indem sie durch keine 
Drehung in parallele Stellung gebracht, werden können. 

Die 8 Flächen dieser Form sind triklinische, ihre Umrisse aber 
Trapezoide mit zwei gleichen anliegenden Seiten. Von den 10 Ecken 
sind 2 vierflächig und tetragonal, 8 aber dreiflächig und triklinisch. 
Die 16 Kanten zerfallen in 8 gleichwerthige Polkanten M und in zwei 
Gruppen von je 4 gleichwerthigen Seitenkanten T und S] durch die 
Mittelpunkte der ersteren Seitenkanten gehen die primären, durch die 
der letzteren »aber die sekundären Seitenaxen. Diese Form wurde übri- 
gens noch nicht in der Natur beobachtet. 

Auf die übrigen Holoeder angewendet, bringt diese Art der 
Hemiedrie keine neuen Formen zum Vorschein, wie man sich mit Hilfe 
des Schema (XXVI) überzeugt, welches für alle speziellen Fälle die- 
selben Flächen wie das Schema (XXV) gibt. 

Zweite Art der HMnledrle. 

9. Das Protodisphenoid ;f|ÄH| oder ;f|ÄA:Z|. Die 8 Flächen 
nnrvTT^ ( hhl hhl JiJcl Tchl 

'■^^"■' \m m hU ku 
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der Dipyramide geben die dem Symbole x \hkl\ entsprechende Form, 
Fig. 181, welche oflPenbar mit der Form ;flÄikZ| korrelat i&t. Je zwei 
solche korrelate Formen können aber durch Drehung um die morpho- 
logische Axe um 90® in parallele Stellung gebracht werden, ebenso 
aber auch durch Drehung um eine sekundäre Seitenaxe um 180®. 

Die 8 Flächen jeder hieher gehörigen Form sind triklinische und 
die Umrisse dieser Flächen im allgemeinen ungleichseitige Dreiecke. Die 
6 Ecken sind alle vierflächig, und zwar sind 2 tetragonal, die übrigen 
4 aber, welche in d^n sekundären Hauptschnitten liegen, monoklinisch. 
Von den 12 Kanten sind die 4 Seitenkanten T, durch deren Mittel- 
punkte die primären Seitenaxen gehen, gleicbwerthig; die übrigen 8 
Polkanten, welche in den sekundären Hauptschnitten liegen, zerfallen 
in zwei Gruppen von je vier gleichwerthigen Kanten -F, (?, wobei die 
sekundären Seitenaxen durch Punkte der ersteren Kanten gehen. 

Indem wir auch die übrigen Holoeder dieser zweiten Art der 
Hemiedrie unterziehen, finden wir, dass nur die Protopyramide uns 
eine neue Form liefert. 

10. Das Protosphenoid a;iAAZ| oder^l^AZI, welches aus der 
vorhergehenden Form durch das Verschwinden der Kanten F entsteht. 
Die 4 Flächen der dem ersteren Symbole entsprechenden Form, Fig. 182, 
sind zufolge Schema (XXVÜ) 

hhl hhl 
hhl hhl 

deren Pole in die sekundären Hauptzonenkreise entfallen. Das Proto- 
sphenoid ist also eine von 4 monoklinischen Flächen begrenzte Form ; 
die Umrisse der Flächen sind gleichschenklige Dreiecke. Die 4 Ecken, 
welche in den sekundären Hauptschnitten liegen, sind alle dreiflächig 
und monoklinisch. Unter den 6 Kanten sind die 4 Seitenkanten T 
gleicbwerthig, durch deren Mittelpunkte die primären Seitenaxen gehen; 
die übrigen 2 ebenfalls gleichwerthigen Kanten D sind abwechselnd 
parallel den zwei sekundären Seitenaxen, durch die Mittelpunkte dieser 
zwei Kanten geht die zu ihnen senkrechte morphologische Axe. 

Wie diess schon aus der vorhergehenden allgemeinen Form folgt, 
so können auch je zwei korrekte Protosphenoide sowohl durch Drehung 
um die ^Axe um 90^, als auch durch Drehung um eine sekundäre 
Seitenaxe um 180^ in parallele Stellung gebracht werden« 
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Dritte Art der Hemfedrle. 

11. Das Deuterodisphenoid y\hkl\ oder y\kM\. Dem er- 
ster en Symbole entspricht eine Form, Fig. 183, mit deu folgenden 8 
Flächen der Dipyramide 

wTTTTT^ I **^ ^^^ ^^^ *^^ 

CXXVIII) I j^j j^j^j j^^j j^j 

Aus diesem Schema erhellt aber sofort, dass die Flächen des 
Deuterosphenoids sich gerade so zu den sekundären Hauptschnitten 
verhalten, wie die Flächen des Protodisphenoids sich zu den primären 
Hauptschnitten verhalten. Ein Unterschied zwischen den Formen dieser 
beiden Arten von Hemiedrien wird daher nur dann zu machen sein, 
wenn wirklich beiderlei Formen an Krystallen einer und derselben 
Substanz, wenn auch nicht gleichzeitig, auftreten können. Das letztere 
ist nun allerdings noch fraglich, daher wir auch auf die Formen dieser 
Hemiedrie nicht näher eingehen, deren Symmetrieverhältnisse sich 
übrigens schon aus denen der vorhergehenden Formen ergeben, sobald 
man berücksichtigt, dass hier die primären mit den sekundären Haupt- 
schnitten und umgekehrt vertauscht sind. 

12. DasDeuterosphenoid y\hOl\ oder y\Ohl\. Die Flächen 
der ersteren Form, Fig. 184, sind: 

hol hol 
0hl 0hl 

$• 51. Hemitetragonale Formen. A. Holoeder. 

Da im Falle der Hemisymmetrie des tetragonalen Systems die 
gleichwerthigen Ebenen durch das Schema (XXIV) repräsentirt sind, 
so sehen wir, dass alsdann nur der basische Hauptschnitt eine Ebene 
der Symmetrie ist und ausser der hemitetragonalen morphologischen 
Axe keine andere Hauptaxe vorhanden ist. Die Richtungen nämlich, 
welche im holotetragonalen Systeme den primären und sekundären 
Seitenaxen entsprechen, sind im hemitetragonalen Systeme nur mono- 
klinische Axen, obwohl je zwei dieser Richtungen auch im letzteren 
Falle noch gleich werthig sind. Das Schema (XXIV) gibt nun den all- 
gemeinsten hemitetragonalen Holoeder, die Spezialisirung der Indices 
aber die speziellen Formen. Noch bemerken wir, dass ersichtlich das 
hemitetragonale System der gyroidalen Hemisymmetrie des hexagonalen 
Systems entspricht. 
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1. Die Tritopyramide n\hkl\ oder it\kJd\ ; die ersiere der 
diesen zwei Symbolen entsprechenden korrelaten Formen ist gebildet 
von den 8 Flächen, Fig. 185, 

hkl Jchl ÄH kU j rvvrsr-x 

m kU hkl kU ] CXXIX) 

der Dipyramide. Da die Pole der vier oberen und vier unteren dieser 
Flächen gleich weit von einander abstehen, je zwei dieser Flächen aber 
tautozonal mit dem basischen Hauptschnitte sind, so ist diese Form 
eine vierseitige Pyramide mit quadratischer Basis. Die Seiten dieser 
Basis sind aber weder den primären, noch den sekundären Seitenaxen 
parallel, sondern haben eine intermediäre Lage. Je zwei korrelate 
Formen n\hkl\ und n\khl\ lassen sich offenbar durch Drehung um die 
morphologische Axe um einen von dem Verhältnisse h : k abhängigen 
Winkel in parallele Stellung bringen; auch ist klar, dass mit Bezug 
auf jeden der Hauptschnitte die Basis solcher zwei formen um gleich- 
viel nach rechts und links gedreht sein wird. £benso können zwei solche 
korrelate Formen in parallele Stellung gebracht werden, wenn man 
eine derselben um irgend eine der Seitenaxen um 180® dreht. 

Die Flächen der Tritopyramide sind triklinische, ihre umrisse 
gleichschenklige Dreiecke. Von den 6 vierflächigen Ecken sind 2 hemi- 
tetragonal, 4 aber, welche in dem basischen Hauptschnitte liegen, 
monoklinisch. Unter den 12 Kanten sind 8 gleichwerthige Polkanten 
M und 4 eben solche Basiskanten L] durch unsymmetrisch gelegene 
Punkte der letzteren gehen die Axenrichtungen. Für die Symbole der 
Tritopyramiden mit gleicher Basis^ d. i. solcher, deren quadratische 
Basen dieselbe Lage gegen die Hauptschnitte haben, hat man offenbar 
dieselbe Bedingung, wie bei der Dipyramide. Als blosse Vairetäten der 
gegenwärtigen Form können die nachfolgende Proto- und Deuteropyra- 
myde betrachtet werden ; als eine Tritopyramide mit unendlicher mor- 
phologischer Axe aber die nächste Form, welche das zugehörige Prisma 
vorstellt. 

2. Das Tritoprisma »lAfeOl oder n\khX^\\ die dem ersteren 
Symbole entsprechende Form, Fig. 186, ist gebildet von den 4 Flächen 

hkO Ho 

AiEO hTiO 
welche die eine Hälfte des Diprisma sind. Man sieht hieraus, dass die 
4 Flächen jedes Tritoprisma monoklinischen Charakter haben, dass 
die 4 der morphologischen Axe parallelen Kanten M gleichwerthig 
sind, und dass der Querschnitt ein Quadrat ist von ähnlicher Lage wie 
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die Basis der Tritopyramide. Als Varietäten dieser Form sind wieder 
das nachfolgende Proto- und Deateroprisma zu betrachten, welche sich 
von dem gegenwärtigen nicht durch die Art ihrer Symmetrieverhält- 
nisse unterscheiden. 

3. Die hemitetragonale Protopyramide irlAÄZI, Fig. 187, 
stinamt in geometrischer Hinsicht mit der entsprechenden holotetra- 
gonalen Form überein, unterscheidet sich aber durch die triklinischen 
Flächen und durch die theils hemitetragonalen, theils monoklinischen 
Ecken. 

4. Das hemitetragonale Protoprisma jr|110|, Fig. 188, 
unterscheidet sich von der holotetragonalen Form durch seine mono- 
klinischen Flächen. 

5.DiehemitetragonaleDeuteropyramide«lÄ0?|,Fig. 189, 
welche ebenfalls mit Ausnahme der triklinischen Flächen und der 
theils hemitetragonalen, theils monoklinischen Ecken mit der entspre- 
chenden holotetragonalen Form übereinstimmt. 

6. Das hemitetragonale Deuteroprisma «|100|, Fig. 190, 
durch seine monoklinischen Flächen von dem holotetragonalen unter- 
schieden. 

7. Das hemitetragonale Pinakoid «[OOll, bestehend aus 
zwei zur morphologischen Axe senkrechten Flächen, welche in diesem 
Falle hemitetragonal sind. 

§. 55, Hemitetragonale Formen. B. He miede r. 

Für die Tritopyramide ist eine einzige Art der Hemiedrie 
möglich, welche mit Berücksichtigung der speziellen Fälle uns folgende 
drei neue, hemitetragonale Formen gibt, von denen aber die zwei 
letzten als blosse Varietäten der ersten betrachtet werden können. 

8. Das Tritosphenoid x«|AÄ:i|, nn\Jchl\j niic{khl\^ iin\hJcl\. 
Die 4 Flächen 

hkl Tücl 
Ichl Tchl 

der Tritopyramide n\hkl\ geben uns die dem ersten Symbole x«|ÄÄil 
entsprechende Form, Fig. 191, deren korrelate Form %^\khl\ von den 
anderen vier Flächen der Pyramide wIAäjZI gebildet wird; je zwei solcher 
Formen können aber durch Drehung um die morphologische Axe um 
90® in parallele Stellung gebracht werden. Zerlegen wir ebenso die mit 
n\hhl\ korrelate Tritopyramide n\hhl\ , so erhalten wir wiedferum 
zwei korrelate Formen, %n\hhl\ und x«lÄifcZ|, die sich von den früheren 
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in geometrischer Hinsicht nur durch ihre Stellung unterscheiden, welche 
um die morphologische Axe um einen von dem Verhältnisse h : h ab- 
hängigen Winkel gedreht ist. 

Die 4 Flächen des Tritosphenoids sind triklinische, ihre Umrisse 
gleichschenklige Dreiecke; die 4 dreiflächigen Ecken sind triklinisch 
und die 6 Kanten zerfallen in 4 gleichwerthige Seitenkanten N und in 
2 eben solche Kanten JET, die dem basischen Hauptschnitte parallel 
sind und auf einander senkrecht stehen, indem sie abwechselnd den 
Basiskanten L der Tritopyramide parallel laufen. Durch die Mittel- 
punkte dieser zwei Kanten H geht die zu ihnen senkrechte morpholo- 
gische Axe; die Axenrichtungen JT und Y aber gehen durch unsym- 
metrisch gelegene Punkte der Flächen. Die Stellung des Tritosphenoids 
ist mit Bezug auf die morphologische Axe eine intermediäre zwischen 
den nachfolgenden zwei ähnlichen Formen. 

9. Das hemitetragonale Protosphenoid käjAWI, Fig. 192, 
oder iin\TM\^ welches sich von dem holotetragonalen durch seine tri- 
klinischen Flächen und Ecken unterscheidet. Für diese Form sind die 
zwei zur morphologischen Axe senkrechten Kanten JJ abwechselnd in 
den sekundären Hauptschnitten gelegen. 

10. Das hemitetragonale Deuterosphänoid x«|AOZ|, 
Fig. 193, oder käIOAZI unterscheidet sich nur durch den triklinischen 
Charakter seiner Flächen und Ecken von der entsprechenden holotetra- 
gonalen Form. Die 2 Kanten H", durch deren Mittelpunkte die mor- 
phologische Axe geht, liegen abwechselnd in den primären Haupt- 
schnitten. 

S* 56. Tetragonale hemimorphe Formen. 

Was dieHemiraorphie der tetragonalen Formen betriflft, so gelten 
ganz ähnliche Verhältnisse, wie wir sie bei dem hexagonalen Systeme 
kennen gelernt haben. Es ist nämlich auch in dem tetragonalen Systeme 
der zur morphologischen Axe senkrechte Hauptschnitt W mit keiner 
anderen Ebene gleichwertig, und da diess der einzige solche Haupt- 
schnitt ist, kann sich daher auch nur mit Bezug auf diesen eine Hemi- 
morphie geltend machen. Das Resultat der letzteren ist offenbar, dass 
jeder geschlossenen holo- oder hemitetragonalen Form zwei korrekte 
hemimorphe Formen entsprechen, von denen die eine bloss von den 
oberen, die andere bloss von den unteren Flächen der holomorphen 
Form gebildet ist. Die Flächen der ersteren hemimorphen Form schnei- 
den also die ZAxe auf der positiven, die Ftächen der zweiten Form 
aber auf der negativen Seite. Beide Formen sind natürlich offene; die 
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obere derselben bezeichnen wir durch das um den Buchstaben ^ ver- 
mehrte Symbol, der entsprechenden holomorphen Form, und im Ein- 
klänge hiermit die untere heraimorphe Form dadurch, dass wir den 
Buchstaben q vor dasjenige Symbol setzen, welches der holomorphen 
Form entspricht, falls die drei positiven Axenrichtungen mit den nega- 
tiven vertauscht werden. So gibt das Protosphenoid x\^fct\ die beiden 
hemimorphen Protosphenoide ^;^|AH) und 9Z|AS?|. 

Gehen wir von den geschlossenen Formen der vorhergehenden 
Paragraphe auf die Prismen über, so finden wir, dass den letzteren, 
insoferne sie die Grenzformen von Pyramiden sind, keine hemimorphen 
Formen entsprechen; für diesen Fall gehen nämlich, wie man sich 
leicht überzeugt, die korrelaten hemimorphen Hälften jeder Pyramide 
in eine einzige Form über, welche eben das zugehörige Prisma ist. 
Dagegen gibt uns jedes Prisma, insoferne es auch als Grenzform eines 
Sphenoids betrachtet werden kann, zwei hemimorphe Prismen, die 
freilich nur aus einem Flächenpaare bestehen. Das Diprisma gibt sogar 
dreierlei Arten hemimorpher Formen , insoferne dasselbe sowohl die 
Grenzform des Trapezoids, als auch die der beiden Disphenoide ist. 
Wir gehen auf diese hemimorphen Formen jedoch nicht näher ein, da 
sie erstens keine weiteren Schwierigkeiten darbieten und zweitens über- 
haupt an tetragonalen Krystallen noch kein ausgezeichneter Fall von 
Hemimorphie in der Natur beobachtet wurde. 

§. 57. Tetragonale Kombinationen. 

Wir wollen in diesem Paragraphe beispielshalber einige Kombi- 
nationen und Zwillinge des tetragonalen Systems betrachten. Dieselben 
zerfallen natürlich nach ihren Symmetrieverhältnissen in zwei wesent- 
lich verschiedene Klassen, von denen die einen bloss von holotetra- 
gonalen, die anderen bloss von hemitetragonalen Formen gebildet 
werden. 

Fig. 194 ist eine holoedrische, holo tetragonale Kombination des 
Zinnsteins, für welchen, wenn man die 8 Flächen q als Deutero- 
pyramide 1 101 1 wählt, die Messung das Axenverhältnis a : c = 
1 : 0*6724 ergibt. Für diese Axenrichtungen geben die 8 Flächen s 
das Diprisma |320l ; hieraus findet man aber die Symbole der übrigen 
Formen aus den Zonen [^ä»*'], [ö'^wi], [o 'g 'o] . . ., so dass die Bezeich- 
nung dieser funfzähligen Kombinationen wird: 

lUOl, 13201, noil, Ulli, 13211 
m 8 q ö r 
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Fig. 195 gibt eine vierzählige hemiedrische Kombination, welche 
am Kupferkiese beobachtet wird. Betrachten wir die zwei korrelaten 
Sphenoide w und o als die Hernieder der Protopyramide I Hl |, so hat 
man fär dieses Mineral a: c = l : 0*9856 und findet die Symbole der 
übrigen Flächen bloss mit Hilfe der Zonenregel, zumal die Flächen m 
parallel der morphologischen Äxe sind. Die an dieser Kombination auf*- 
tretenden Formen geben jedoch keinen Aufschluss, ob dieselbe hole- 
oder hemitetragonal ist; da aber an anderen Kjystallen dieses Mine- 
rals auch Disphenoide auftreten, so ist auch diese Kombination holo- 
tetragonal und ihr Zeichen: 

xlUl}, xlTllI, UIOI, 12011 
w m p 

Fig. 196 ist eine holoedrische hemitetragonale Kombination des 
Schwersteins. Wählt man die 8 Flächen o als Protopyramide HUI, 
so hat man den Messungen zufolge das Axen Verhältnis a:(? = 1:1*4835 
und die Bezeichuug 

»llOll, «11221, «um, «1311t ' 
q g o n 

macht man dagegen die Form q zur Protopyramide, so ist a: c = 
1 : 10495 und 

«Ulli, «13121, «I20M, «j241| 
'q g * *n 

Diese Symbole könnten auch aus den früheren mit Hilfe der For- 
meln für die Transformation der Axen abgeleitet werden. Die Flächen 
der Form q sind in der Natur parallel den Kanten gestreift, die sie mit 
den Flächen n bilden. Aus dieser unsymmetrischen Streifung ergibt 
sich schon, dass die Flächen q triklinisch und die ganze Kombination 
daher hemitetragonal ist. 

In Fig. 197 ist ein Juxtapositionszwilling des Zinnsteins abge- 
bildet. Die Zwillingsaxe ist senkrecht zur Fläche (101) und jedes der 
beiden Individuen gebildet von Flächen der Formen U11|,U10|,U00|. 

Der in Fig. 198 dargestellte Krystall des Kupferkieses kann 
auf zweierlei Art gedeutet werden : erstens bloss als Ergänzungszwilling 
d. h. als eine Durchdringung zweier Kombinationen in paralleler Axen- 
stellung, wovon die Formen [t«f, xUUI — ö,j(U11I] der einen mit den 
Formen [o', x|Ill| — w*^ xUllI] der anderen korrelat sind; zweitens 
kann dieser Krystall aber auch als wirklicher Zwilling betrachtet werden, 
dessen Zwillingsfläche parallel einer der Flächen IllOl ist. Ein 
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Unterschied zwischen diesen beiden Fällen würde nur dann stattfinden, 
wenn die Fig. 198 einen hemitetragonalen Krystall darstellte, indem 
alsdann im ersten Falle Flächen, wie w und w'^ im zweiten Falle aber 
Flächen wie w und o* gleichwerthig sein müssen. 

Fig. 199 gibt einen Krystall des Seh wer st eins, welcher 
scheinbar einfach ist; allein die Flächen n und q würden, wenn wir 
diesen Krystall wirklich als einfach betrachten, Pyramiden bilden, 
welche nur im rhombischen Systeme möglich sind. Diess, sowie die 
Nähte, welche die Flächen der Deuteropyramide q der Länge nach 
halbiren, lehren, dass dieser Krystall in Wirklichkeit ein Zwilling ist 
Man könnte ihn nun fürs Erste als Ergänzungßzwilling auffassen, d. h. 
als parallele Durchdringung zweier Kombinationen, wovon die eine von 
Flächen der Formen »IIOII, 3r)122|, 3r|llll,3r|311l, die andere aber 
von Flächen der korrelaten Formen«! 1011, «| 2121, «Ulli, «11311 
gebildet ist. Dann müssen aber zufolge der Symmetrieverhältnisse des 
hemitetragonalen Systems Flächen wie '^, g' oder 'o, o* gleichwerthig, j 
Flächen wie '^, g^ oder 'n, n' ungleichwerthig sein. Dem widerspricht ' 
aber schon die in der Natur zu beobachtende, entgegengesetzte Strei- , 
fung der Flächen 'g, q\ welche auch in Fig. 199 ersichtlich gemacht ist. j 
Letztere stellt daher einen wahren Penetrationszwilling vor^ als dessen 
Zwillingsfläche irgend eine Fläche der Form 1 100 1 zu betrachten ist, 
und dessen einzelne Individuen von Flächen der Formen «liOil, i 
«|122|,«|lll|,«|311t gebildet werden. Die Streifung lässt in Fig.199 
leicht erkennen, welche Theile derselben dem einen, und welche Theile \ 
dem anderen Individuum angehören. i 



8. Kapitel 



Die Symmetrieverhältnisse des rhombischen 

Systems. 

S. 58. Die gleichwerthigen Ebenen des rhombischen Systems. 

In dieses System gehören die Krystalle mit nur drei zu einander 
senkrechten Hauptschnitten (Z7, F, TT). Wählen wir letztere zu Axen- 
ebenen, so erhalten wir drei zu einander senkrechte Axenrichtungen, 
deren Längen durch irgend eine weitere Fläche des betreffenden Kry- 
stalles bestimmt werden müssen. Die Elemente rhombischer Krystalle 
haben daher die Form 

a : b :c 

g = 1, = f = 900 

Indem wir im Allgemeinen immer diejenige Axenrichtung zur 
-STAxe wählen, der die gross te Axenlänge entspricht, zur Z^Axe aber 
diejenige, welcher die kleinste Axenlänge zukömmt, so haben wir 
a > 6 > c. Da wir alsdann ferner die grösste Axenlänge a gleich eins 
setzen, so werden sich die Elemente verschiedener, rhombisch kry- 
stallisirender Körper nur durch die Längen b und c unterscheiden kön- 
nen. Man erreicht durch diese Wahl der Axenlängen den Vortheil, dass 
die bei der gewöhnlichen Art der Krystallzeichnung am meisten ver- 
kürzte Axenlänge b auch in der Projektion immer kleiner bleibt als die 
Axenlänge a. Man weicht jedoch von dieser Wahl hauptsächlich dann 
ab, wenn der betrachtete rhombische Körper in seinen krystallogra- 
phischen Verhältnissen Aehnlichkeit mit einem bekannten hexagonalen, 
tetragonalen oder monoklinischen Körper von analoger chemischer 

▼. Lang. KrystaUographio. |g 



— 226 — 

Zasammensetznng zeigt , in welchem Falle man die Stellung der letz- 
teren Körper auch auf die rhombischen Krystalle überträgt. 

Die Hauptschnitte dieses Systems haben ersichtlich die Symbole 

Z7C100), F(010), TTCOOl) 

und können in dieser Ordnung als primärer, sekundärer und basischer 
Hauptschnitt unterschieden werden. Die den Hauptschnitten auf der 
Sphäre der Projektion , Fig. 200, entsprechenden Hauptzonenkreise 
erhalten auch hier wieder dieselben Symbole wie sie selbst, indem die 
Durchschnittspunkte dieser Zonenkreise die Pole der Hauptschnitte 
sind. Das angegebene Axensystem ist offenbar mit Bezug auf alle drei 
Hauptschnitte ein isoschematisches der ersten Art. 

In dem Falle, dass alle Hauptschnitte Ebenen der Synunetrie 
sind, muss die Anordnung der gleichwertigen Ebenen die folgende sein 

CXXXI) hkl Tikl Kkl KU 

indem schon aus §. 36 hervorgeht, dass diese 4 Ebenen einen einfachen 
nach allen 3 Hauptschnitten isoschematischen Komplex bilden. Ersicht- 
lich wird in jedes der vier Dreiecke, in welche die obere Hälfte der 
Sphäre durch die Hauptschnitte getheilt wird, den Pol je einer dieser 
4 Flächen entfallen, da ja diese Dreiecke verschiedenen Oktanten ent- 
sprechen. In jedem dieser Dreiecke wird aber die zugehörige Ebene 
dieselbe relative Lage gegen die entsprechenden Halbaxen haben, und 
wir erhalten so die in Fig. 200 gegebene Anordnung der Pole der Ebenen 
(XXXI), vorausgesetzt, dass A, fc, l wirklich positive Grössen sind. 
Mit Hilfe des vorhergehenden Schema überzeugt man sich , dass keiner 
der drei Hauptschnitte noch mit einer anderen Ebene gleichwerthig ist. 
Diess folgt auch schon aus der blossen geometrischen Anschauung. Es 
kann also auch von den Axenrichtungen keine mit einer andern gleich- 
werthig sein, womit im Einklänge steht, dass in den Symbolen der 
Ebenen (XXXI) jeder Index immer dieselbe Stelle beibehält. 

Auf den Fall der Hemiedrie übergehend , finden wir , dass ein 
hemirhombisches System nicht möglich ist. Denn wählt man irgend 
zwei der Ebenen (XXXI), so erfallt man hiedurch zwar die Bedingung, 
dass die Symmetrie fär gleichwerthige Hauptschnitte dieselbe ist, es 
gibt ja gar keine solche Hauptschnitte in diesem Falle: aber jene zwei 
Ebenen bilden immer einen einfachen Komplex, der mit Bezug auf einen 
der Hauptschnitte isoschematisch ist, welcher Fall uns die Symmetrie- 
verhältnisse des nachfolgenden "Systems repräsentirt und daher als 
Hemisymmetrie nicht möglich ist. 






Es bleibt uns also nur noch übrig, die spezidlen^l^^' fijll^fle 
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Anordnung der gleichwerthigeo Ebenen zu nniersnchen. Da finden w8 Fl^ * 
uon, dass der dem Dreiecke (100) (010) (001) angehdrige Pol der '" 
Ebene (hkt) liegen kann: 

1. als allgemeinster Fall in keinem der Hanptzonenkreise; 

2. in dem Hauptzonenkreise Tr[001J, in welchem Falle 

1=0 

ist und die Ebenen (XXXI) nur zwei wesentlich verschiedene Ebenen 
vorstellen; 

3. in dem Hanptzonenkreise UllOO']^ wodurch 

h = o 

wird und die Ebenen des ersten Falles sich auf zwei reduziren; 

4. in dem Hanptzonenkreise F|OiOj, was 

k = o 

und wieder zwei gleichwerthige Ebenen bedingt; 

5. in den beiden Zonenkreisen {7[]00]nnd F[010], in Folge dessen 

k = l=o 

sein muss und die gleichwerthigen Ebenen (XXXI) sich auf den basi- 
schen Hauptschnitt reduziren; 

6. m den beiden Zonen F[010j und TF[00l], demzufolge 

k = l = o 

ist und die Ebenen (XXXI) in den primären Hauptschnitt übergehen ; 

7. endlich in den beiden Zonenkreisen TF[00i] und DJIOO], 
wodurch 

h = l = o 

wird und das allgemeine Schema den sekundären Hauptschnitt gibt. 

i. 69. £hombische Formen. A. Holoeder. 

Wie ans dem Vorhergehenden hervorgeht, haben rhombische 
ELrystalle nur drei, und zwar rhombische Hauptaxen ; es sind diess die 
Axenrichtungen, von denen keine mit einer anderen Richtung gleich* 
werthig ist. Von den Hauptaxen kann man die als ZAxe gewählte die 
V'ertikale Axe nennen, von den übrigen zwei aber die JTAxe als 
Protodiagonale, die andere als Deuterodiagonale bezeichnen. 

15* 
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Aus dem Schema (XXXI) erhalten wir nun die folgenden rhom- 
bischen Holoeder, für welche die Pole ihrer oberen Flächen in Fig. 20Ö 
angegeben sind: 

1. Die Pyramide {AfcZI, Fig. 201, mit den 8 Flächen 

i hkl Ihl TiTcl hJcl 
(XXXII) \ m hU hkl Ihl 

deren Symbole sich aus dem einer Fläche ergeben, wenn man, ohne die 
Stellung der Indices zu vertauschen, die Vorzeichen derselben auf jede 
mögliche Weise ändert. 

Die Flächen dieser Form sind triklinische, ihre Umrisse ungleich- 
seitige Dreiecke; die 6 Ecken sind alle vierflächig und rhombisch, aber 
dreierlei Art, da durch je zwei gegenüberliegende eine der Axenrich- 
tungen hindurchgeht: Die 12 Kanten sind zu vier gleich werthig, je 
nachdem sie in einem der drei Hauptschnitte liegen. Der Schnitt 
dieser Form mit jedem der Hauptschnitte ist ein krystallographischer 
Rhombus; sollen aber zwei verschiedene Varietäten dieser Form den- 
selben Rhombus bilden, so muss offenbar für beide * das Verhältnis der 
zwei Indices, welche sich auf die in jenem Hauptschnitte liegenden Axen 
beziehftu, das nämliche sein. , 

Die Varietät (111) ist offenbar diejenige Pyramide, deren Ecken 
beziehungsweise um a, ft, c von dem Mittelpunkte abstehen. Wird in 
der allgemeinen Form abwechselnd eine der drei Hauptaxen unendlich, 
so erhält man die nächstfalgenden drei Formen, zwei Domen und ein 
Prisma, welche die zu der Form \hkl\ gehörigen sind. 

2. Das Prisma |Aä;0|, Fig. 202, dessen 4 Flächen 

hk(^ ÄibO TilcO KkO 

der vertikalen Axe parallel sind; die Pole dieser 4 monoklinischen 
Flächen fallen also in den basischen Hauptschnitt. Von den 4 Kanten 
liegen 2 gleichwerthige (K) in dem primären Hauptschnitte, ebensolche 
2 aber (JS) auch in dem sekundären; durch erstere geht die Proto- 
diagonale, durch letztere die Deuterodiagonale. Der Querschnitt dieser 
Form ist ein Rhombus. 

3. Das Protod oma |Oä:Z|, Fig. 203, gebildet von den 4 der 
Protodiagonale parallelen Flächen 

0kl Oll 
OH Okl 

welche monoklinischen Charakter besitzen, da ihre Pole in den primsiren 
.Hauptschnitt fallen, Fig. 200. Die 4 der Protodi^onale parallelen 
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Kanten sind zu zweien gleichwerthig, je nachdem sie in dem basischen 
oder in dem primären Hauptschnitte liegen (i, K}. Durch Punkte 
derselben gehen die vertikale Axe und die Deuterodiagonale, welche 
auf den betreffenden Kanten senkrecht stehen. Der Querschnitt ist ein 
Rhombus. 

4. Das Deute rodoma \hOl\, Fig. 204, mit den 4 Flächen 

hol TtOl 
M hol 

welche der Deuterodiagonale parallel und monoklinisch sind, da ihre 
Pole in den sekundären Hauptschnitt fallen. Von den 4 Kanten sind 
die 2, welche in dem basischen Hauptschnitte liegen, und durch welche 
die Protodiagonale geht, gleichwerthig (i), ebenso die 2 in dem sekun- 
dären Hauptschnitte liegenden Kanten JET, durch Punkte welcher die 
vertikale Axe geht. Der Querschnitt ist auch hier ein Rhombus. 

5. Das basische Pinakoid lOOlt, gebildet von den 2 Flächen 

001 001 
welche dem basischen Hauptschnitte parallel und daher rhombisch sind. 

6. Das Protopinakoid |100|, bestehend aus den 2 dem pri- 
mären Hauptschnitte parallelen und daher rhombischen Flächen 

100 100 

7. Das Deuteropinakoid j 010 1, mit nur 2 zu dem sekundären 
Hauptschnitte parallelen rhombischen Flächen 

010 OIO 
Jedes dieser Pinakoide steht senkrecht auf den Flächen eines 
Doma oder Prisma, welche offene Formen in den Figuren durch die zu 
ihnen senkrechten Pinakoide geschlossen sind. 

§. 60. Ehombische Formea. B. Hemieder, 

Indem bloss abwechselnde Flächen der Pyramide \hkl\ auftreten, 
erhält man zwei korrelate Varietäten des folgenden allgemeinsten He- 
mieders des rhombischen Systems. 

8. Das Sphenoid x|ää:Z(, oderxlJikl]; dem ersteren Symbole 
entspricht eine Form, Fig. 205, mit den 4 Flächen 

w Sl ••■.•••• c"^"'" 

Die 4 Flächen des Sphenoids, sowie die 4 dreiflächigen Ecken 
habea triklinischen Charakter; der ümriss der Flächen ist ein un- 
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gleichseitiges Dreieck. Von den 6 Kanten QE^F^O') sind jedem Hanpt- 
schnitte 2 parallel, welche nur unter sich gleichwerthig sind and durch 
welche eine der Axenlängen geht. 

Die Spezialisirung der Indices bringt keine neue Formen zum 
Vorschein; das Sphenoid ist also das einzige rhombische Hernieder, da 
eine andere Art der Hemiedrie nicht möglich ist. 

S* 61. Ehombische hemimorp^e Formen. 

Da wir im rhombischen Systeme drei Hauptschnitte haben , von 
denen keiner mit einer anderen Ebene gleichwertig ist, so sind in diesem 
Systeme dreierlei Arten hemimorpher Formen möglich, die wir nach 
der Ordnung (^U^V^ W) der Hauptschnitte durch Vorsetzung der Buch- 
staben 9, a, t bezeichnen. Freilich unterscheiden sich diese drei Arten 
hemimorpher Formen nicht durch ihre Symmetrieverhältnisse, und eine 
verschiedene Bezeichnung derselben wäre nur insofeme nöthig, als sie 
wirklich an Krystallen derselben Substanz beobachtet werden, was 
freilich bis jetzt nicht konstatirt ist. 

Die Pyramide \hkl\ gibt also mit Bezug auf den Hauptschnitt 
27(100) die hemimorphen Pyramiden 

^\hkl\ und^lXHj 

mit Bezug auf den Hauptschnitt F(010) die Formen 

alAHl undalXHl 

mit Bezug auf den basischen Hauptschnitt TF(001) endlich die korre- 
laten Formen 

t\hkl\ undrlAHl 

welche Formen sämmtlich offen sind und nur aus einem vierflächigen, 
rhombischen Ecke bestehen. So werden die letzten zwei Formen die 
eine von den oberen, die andere nur von den unteren Flächen der Py- 
ramide gebildet. 

In Uebereinstimmung hiermit gibt auch das Sphenoid drei Arten 
hemimorpher Sphenoide, welche alle nur aus zwei zu einander geneigten 
Flächen bestehen. 

Ebenso entsprechen dem Proto- und Deuterodoma und dem 
Prisma, insoferne dieselben auch als spezielle Fälle eines Sphenoids 
betrachtet werden können, gleichfalls jedem drei Arten hemimorpher 
Formen. Zwei Arten dieser Formen sind aus zwei zu einander geneigten, 
die dritte Art bloss aus zwei parallelen Flächen gebildet; Formen wie die 



— 231 - 

letzteren sind ^\Okl\^c\hOl\,v\hkO\y welche mit Bezug auf denjenigen 
Hauptschnitt hemimorph sind, der auf ihren Flächen senkrecht steht. 
Betrachten wir schliesslich die Pinakoide, so finden wir leicht, 
dass dieselben nur mit JSezug auf den Hauptschnitt hemimorph sein 
können, dem sie parallel sind. Wir erhalten so Formen wie^llOOl, 
ffloroi . . . welche sämmtlich nur aus einer einzigen Fläche bestehen. 

S. 62. Ehombisclie Kombinationen. 

Dem Vorhergehenden gemäss können sich die Kombinationen 
rhombischer Krystalle nicht durch die Art ihrer Symmetrieverhältnisse, 
sondern nur durch das Auftreten hemiedrischer und hemimorpher Formen 
unterscheiden. Die Figuren 206 — 207 geben einige Beispiele rhombi- 
scher Kombinationen. 

Fig. 206 ist eine holoedrische Kombination des Topas; wählt 
man die Flächen o als Pyramide 1 111 1, so hat man der Beobachtung 
zufolge das iSixenverhältnis 

a:b:c = i: 0'5285 : 04770 

und die Symbole , 

{1101, 12101, um, 12011, lOOll 
m n q c 

Fig. 207 stellt eine hemiedrische Kombination des Bittersalzes 
vor, für welches 

a:b:c=i: 0-9901 : 0*5709 

ist im Einklänge mit der Bezeichnung 

xiun, lUOI, IIOOI 
m a 

Fig. 208 gibt ebenfalls eine hemiedrische Kombination, welche 
aber zugleich hemimorph ist. Für Struvit, an welchem diese Kombi- 
nation beobachtet wurde, verhält sich 

a\h\c=i: 0-8878 : 0-8102 
wenn man der Fläche o' das Symbol {22ll ertheilt; die Bezeichnung 
der ganzen Kombination aber wird 

lUOI, r|201|, tIOUI, r|021|, tx|22T|, 10101, |001| 
m q p r o h c 

Fig. 209 gibt schliesslich ein Beispiel eines rhombischen Pene- 
trations-Zwillings, in welcher Gestalt die Krystalle des Stauroliths 
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Qa:b :c=i : 0-4734 : 0'6850) häufig in der Natur auftreten. Jedes 
der beiden Individuen ist gebildet von den Formen IllOl, IIOOI, tOOll, 
die Zwillingsfläche aber ist parallel der Fläche |322i. Die Fig. 208 ist 
für den Fall gezeichnet, dass die beiden Individuen für sich und der 
ganze Zwilling im Gleichgewichte, und dass die Flächen |100l gleich 
breit mit den Flächen |110| sind, so dass diese Flächen nur zwölf 
(einspringende) Kanten bilden, von denen je sechs in einer Ebene lie- 
gen. Die zwei Ebenen dieser zwölf Kanten stehen auf einander senkrecht 
und die vertikale derselben ist eben die Zwillingsfläche (322). DieStellang 
des ganzen Zwillings ist in der Zeichnung so gewählt, dass die erwähnte 
Zwillingsfläche parallel der ZEbene, die ZAxen der beiden Individuen 
aber parallel der JTZEbene der vorhergehenden Figuren sind. 
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Die Symmetrieverliältiiisse des monoklinisclien 

Systems. 

S. 63. Die gleichwertliigeii Ebenen des monoklinischen Systems. 

Monoklinische Krystalle haben einen einzigen Hauptschnitt F, 
welchen wir zur Axenebene XY wählen, so dass sein Symbol (010) 
wird. Dieser Hauptschnitt wird senkrecht sein zu einer möglichen Zone 
d^s betreffenden Krystalles, indem ja letzterer isoschematisch sein 
muss mit Bezug auf seinen Hauptschnitt. Irgend zwei Flächen CT, W 
dieser Zone wählen wir aber zu den beiden anderen Axenebenen, und da 
diese zwei Flächen auf dem Hauptschnitte F senkrecht stehen, so wird 
auch von den so bestimmten Axenrichtungen die YAxe senkrecht sein 
müssen zur Jf- und ZAxe. Die letzteren zwei Axen bilden natürlich 
zwei Winkel, wovon der eine grösser, der andere aber kleiner als 90® 
ist; zu den positiven Richtungen dieser Axen wählen wir nun gewöhn- 
lich diejenigen Hälften derselben, welche einen stumpfen Winkel ein- 
schliessen. Indem wir noch die Axenlängen durch eine beliebige weitere 
Fläche des Krystalls bestimmen, erhalten wir im monoklinischen Sy- 
steme für die Elemente die Form 

a \h \ c 

§ = f == 900, 1? > 900 

wobei wir immer die Axenlänge 6=1 setzen; die Elemente verschie- 
dener in diesem Systeme krystallisirender Substanzen werden sich 
daher durch die Werthe der Längen a und c und die Grösse des Win- 
kels ti unterscheiden. Das angegebene Axensystem ist aber mit Bezug 
auf den Hauptschnitt offenbar ein isoschematisches der ersten Art. 
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Fig. 210 gibt uns die Kreise, in welchen die Sphäre der Projek- 
tion durch die Äxenebenen geschnitten wird, und hiebei ist der Haapt- 
schnitt F als Ebene der Zeichnung gewählt, das Auge des Zeichners 
aber in die FAxe versetzt gedacht; die Durchschnitte der Äxenebenen 
U und W werden daher als gerade Linien erscheinen müssen. Von 
diesen drei Durchschnitten entspricht jedoch nur dem der Axenebene V 
ein möglicher Zonenkreis, indem ja die anderen beiden Äxenebenen 
keine Hauptschnitte sind. Die letzteren zwei Durchschnitte sind daher 
in der Fig. 210 auch nur als gestrichelte Linien gezeichnet; die Ereu- 
zungspunkte derselben mit dem Hauptzonenkreise F werden aber offen- 
bar die Endpunkte der X- und Z'Axe sein. Zwei Punkte, die von diesen 
Endpunkten in dem Zonenkreise F um 90® abstehen, sind ersichtlich 
die Pole der Äxenebenen Z7und TF, während der Pol des Haupt- 
schnittes F mit dem Endpunkte der FAxe zusammenfällt und also der 
Kreuzungspunkt der Kreise CT und F, Fig. 210, ist. Für das Symbol 
des Hauptzonenkreises F ergibt sich hieraus [010], also wieder das- 
selbe wie für den entsprechenden Hauptschnitt. 

In diesem Systeme ist die Anordnung der gleichwerthigen Ebenen 
für den Fall der Holosymmetrie, in welchem der Hauptschnitt F eine 
Ebene der Symmetrie ist, offenbar durch folgende zwei Symbole 
CXXXIV) hkl Ikl 

repräsentirt. Die Pole dieser zwei Ebenen liegen mit dem Pole (010) in 
einem grössten Kreise und stehen von demselben gleichweit ab, Fig. 2 10. 

Ein hemimonoklinisches System ist nicht möglich, denn betrachten 
wir die zwei Ebenen als ungleichwerthig, so erhalten wir dieselben 
Symmetrieverhältnisse wie für das nachfolgende System. 

Was noch die verschiedenen Lagen der Ebene (KkV) mit Bezug 
auf den Hauptschnitt F betrifft, so haben wir für den Pol derselben 
die folgenden Fälle: 

1. den allgemeinen Fall, in welchem der Pol (hkt) ein beliebiger 
Punkt der Sphäre ist; 

2. den Fall, wo dieser Pol ein Punkt des Hauptzonenkreises F 
ist, demzufolge 

wird und die Ebenen (XXXIV) nur in eine einzige übergehen; 

3. endlich den Fall, in welchem der Pol (hkt) mit dem Pole des 
Hauptschnittes Fkoindizirt, also 

k = l = o 
ist und das allgemeine Schema wieder nur eine verschiedene Ebene gibt. 



j CXXXV) 
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S. 64. Monoklinische Pormen. 

Da wir für die Erystalle des moaoklinischen Systems nar einen 
Hauptschnitt haben, so gibt es natürlich f&r solche Krystalle keinerlei 
Art von Hauptaxen. Indem wir nun A, k, l als rationale und wesentlich 
positive Grössen voraussetzen, erhalten wir aus dem Schema (XXXIV) 
mit Hinzunahme der zwei parallelen Flächen den allgemeinsten mono- 
klinischen Holoeder. Da aber letzterer eine offene Form ist, so folgt 
hieraus, dass in diesem Systeme geschlossene Formen überhaupt nicht 
möglich sind. 

1. Die Hemipyramide [hkl\^ oder [7ücl\. Dem ersteren Sym- 
bole entspricht eine Form mit den 4 Flächen 

IM Ikl 

m m 

deren Symbole sich aus dem einer dieser Flächen ergeben, wenn man 
zuerst das Zeichen des zweiten Index ändert und zu den so bestimmten 
zwei Flächen die parallelen sucht. Aendert man in diesem Schema das 
Zeichen des Index h in das entggeengesetzte um , so erhält man vier 
Flächen, die der Form [hkl] entsprechen. Zwei solche Formen, [hkl\ 
und [Tkkl] kann man als komplementäre bezeichnen, da sie zusam- 
men ein Oktaid bilden. Fig. 211 gibt eine Kombination zweier solcher 
komplementärer Formen. 

Jede Hemipyramide ist eigentlich ein vierseitiges Prisma, da ja 
ihre 4 triklinischen Flächen in einer Zone liegen. Von den 4 Kanten 
sind die zwei (K) gleichwerthig, welche in dem Hanptschnitte liegen 
und durch Punkte welcher die X- und ^Axe gehen; ebenso sind die 
anderen zwei Kanten (F) gleichwerthig , durch welche die zu ihnen 
senkrechte FAxe geht. 

Je nach der Lage, welche die Pole der Flächen dieser Form mit 
Bezug auf die Zonenkreise [(100) (010)] und [(001) (010)] haben, 
Fig. 210, kann man zwischen den folgenden Varietäten dieser Form 
unterscheiden, für welche jedoch die Art ihrer Symmetrie Verhältnisse 
dieselbe ist. 

A. Die positive Hemipyramide \hkl\^ für welche der Pol 
der Fläche (hkV) in das Dreieck (100) (010) (001) fällt, die Fläche 
selbst also in dem Oktanten XYZ mit dem stumpfen Axenwiukel 
XZ liegt. 

B. Die negative Hemipyramide |AHI, bei welcher die Fläche 
{likt) in dem Oktanten JT'FZ'mit dem spitzen Axenwinkel XZ und 
der Pol derselben also in dem Dreiecke (lOO) (010) (001) liegt. 
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C. Das Prisma \hkO\ entsteht dadurch, dass der Pol der Fläche 
(hkt) in den Zonenkreis [(001) (010)] fallt, wodurch die 4 Flächen 
dieser Form parallel der ZAxe werden. 

D. Das Klinodoma {0H|, Fig. 213 mit 4 der JTAxe parallelen 
Flächen, deren Pole daher in dem Zonenkreise [(100) (010)] liegen. 
Alle diese vier Varietäten vertauschen sogleich ihre Rolle, wenn wir 
als Axenebenen U und W zwei andere Flächen der Zone V wählen. 

2. Das Hemidoma \hOl\^ oder \7iOl\. Die dem ersteren Symbole 
entsprechende Form ist gebildet von den 2 parellelen Flächen 

hol ÄO? 

die zu dieser Form gehörige korrespondirende ist aber durch das zweite 
Symbol gegeben. Fig. 214 stellt eine Kombination zweier solcher For- 
men vor. Die zwei Flächen jedes Hemidoma sind monoklinische, da sie 
senkrecht zum Hauptschnitte und parallel der YAxe sind. Auch hier 
kann man wieder wie früher zwischen den folgenden Varietäten unter- 
scheiden, je nach der Lage der Pole ihrer Flächen in Fig. 210. 

£« Das positive Hemidoma \hOl\, dessen 2 Flächen über dem 
stumpfen Axenwinkel JlZ liegen. 

F. Das negative Hemidoma |ÄOZ|, mit 2 über dem spitzen 
Winkel J^Z liegenden Flächen. 

G. Das Basopinakoid |001|, welches 2 zurAxenebene -X'F 
parallele Flächen sind* 

H. Das Orthopinakoid llOOl besteht aus zwei Flächen, die 
parallel der Axenebene YZ sind und natürlich wie die vorhergehenden 
monoklinisch sind. 

3. 1. Das Klinoptinakoid |100|. Es sind diess 2 dem Haupt- 
schnitte parallele triklinische Flächen 

010 010 

welche auf der YAxe und auf den Flächen jedes Hemidoma senkrecht 
stehen. 

Die Flächen der drei letzteren Pinakoide wurden benützt, um 
die Figuren 212 bis 214 damit zu schliessen, von denen also die zwei 
ersteren eine zweizählige, die letzte aber eine dreizählige Kombina- 
tion vorstellt. 

Hiermit haben wir alle holomorphen monoklinischen Formen er- 
schöpft, da hemiedrische nicht möglich sind. Die Flächen hemiedrischer 
Formen müssen ja einen Komplex bilden, der nur nach einem Theile 
der Hauptschnitte des betreflFenden Systems isoschemat isch ist; ein 
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Bedingoiig^ welcher in dem gegenwärtigen Falle eines einzigen Haupt- 
schnittes oflFenbar nicht genügt werden kann. 

%. 65. Hemimorphe monoklinitche Pormen. 

Da der einzige Hanptschnitt des monoklinischen Systems mit 
keiner anderen Ebene gleichwerthig sein kann, so ist mit Bezug auf 
diesen Hanptschnitt auch eine hemimorphe Ausbildung der im vorher- 
gehenden Paragraphe aufgezählten Formen möglich^ mit Ausnahme 
solcher natürlich, deren Flächen senkrecht zu dem Hauptschnitte sind. 
Jeder Hemipyramide \hkl\ entsprechen also zwei hemimorphe Hemi- 
pyramiden, Q\hkl\ und ^|%H| , wovon die eine von den vorderen, 
die andere von den hinteren zwei Flächen der holomorphen Form ge- 
bildet wird. 

Dasselbe gilt für das Prisma und das Klinodoma, welche ja 
nur Varietäten der vorhergehenden Form sind. 

Schliesslich entsprechen auch dem Klinopinakoide |010| 
zwei hemimorphe Formen, deren jede nur aus einer einzigen dem Haupt- 
schnitte parallelen Fläche besteht. 

$. 66. Monoklinische Kombinationen. 

Was den verschiedenen Charakter monoklinischer Kombinationen 
betrifft, so hat man in Uebereinstimmung mit dem Vorhergehenden nur 
zwischen holo- und hemimorphen Kombinationen zu unterscheiden. Von 
beiden Arten wollen wir ein Beispiel betrachten. 

Fig. 216 stellt einen Hornblende -Krystall vor; wählt man 
die Flächen m als Prisma |110|, die Flächen o als negative Hemi- 
pyramide lim, so sind die Elemente dieses Minerals 

a:b:c = 0-5310 : 1 : 0-2935, n = 104» 58'; 

die Bezeichnung der Kombination aber wird zufolge der Zonenregel 

lUOl, Hill, lOlOI, lOOll 
m b c 

Fig. 215 ist eine hemimorphe Kombination, wie sie am Rohr- 
zucker beobachtet wird; bestimmt man die Elemente etwa durch die 
Flächen a(lOO), (jfOOl), r(lOl), m(llO), so werden dieselben den 
Messungen zufolge 

a:b:c = 1-2595 : 1 : 0-8782, i? = 103« 30' 
während man mit Hilfe der Zonenregel die folgenden Symbole ableitet: 
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jlOOl, jOOll, jlOll, IIOII, jllOI, ^jOllI, ^|111|. 
a c r p m q o 

Fig. 217 gibt ein Beispiel eines mönoklinischen Zwillings, und 
zwar ist diess ein Penetrations-Zwilling, welcher hänfig am Orthoklas 
(a : 6 : = 06739 : 1 : 0-5686, i| = 116** 2') angetroffen wird. Jedes 
der beiden Individuen ist eine Kombination der Formen IllOi, lOlOj, 
iOOll, 12011, die Zwillingsaxe aber steht senkrecht auf der Fläche 
(100). Die Zeichnung ist för den Fall entworfen, dass der ganze Zwil- 
ling und die einzelnen Individuen im Gleichgewichte sind, und dass die 
einander parallelen FAxen der beiden letzteren zusammenfallen. 
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Die Symmetrieverliältnisse des triklinischen 

Systems. 

S. 67. Triklinisohe Pormen, 

Da in diesem Systeme gar kein Hanptschnitt vorhanden ist, so 
können je drei beliebige Flächen eines triklinischen Krystalles zu Axen*- 
ebenen gewählt werden; man wählt jedoch wo möglich solche, deren 
gegenseitige Neigungswinkel sich nicht allza weit von 90^ entfernen. 
Ebenso können die Axenlängen dnrch eine beliebige Fläche bestimmt 
werden, so dass man für die Elemente triklinischer Krystalle 

a: b : c 

hat, welche Elemente sich för verschiedene Substanzen durch verschie- 
dene Werthe aller fünf Grössen unterscheiden. Was die Wahl der 
positiven Halbaxen betrifft, so haben wir folgende zwei Fälle zu unter- 
scheiden, welche für die von drei Linien an ihrem Durchschnittspunkte 
gebildeten Winkel alle möglichen Fälle vorstellen. 

Erstens: von den acht Oktanten haben sechs je einen, zwei aber 
lauter stumpfe Axenwinkel. In diesem Falle wählen wir die Axenrich- 
tungen eines der letzteren zwei Oktanten zu positiven Halbaxen, so 
da<is alsdann |, 17 und i grösser als 90® sind. 

Zweitens: von den acht Oktanten haben zwei gar keinen, sechs 
Oktanten aber je zwei stumpfe Axenwinkel. Hier können wir durch die 
Wahl eines der letzteren Oktanten nur zwei Axenwinkel, etwa | und fi 
grösser als 90® machen. 

Was noch die Benennung der Axenrichtungen betrifft , so kann 
man die so wählen, dass a^ b^ e wird, diess ist freilich für gegebene 
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Axenlängen a, 6, c nur in dem ersten der beiden angeführten Fälle 
immer möglich, sollen nämUch die Axenwinkel J und iy immer stumpf 
sein. In jedem Falle aber machen Wir die grösste Axenlänge gleich eins. 

Nähert sich jedoch die Lage der Flächen eines triklinischen Kry- 
stalles derjenigen eines zweiten Körpers, der eine ähnliche chemische 
Zusammensetzung hat, aber in einem anderen Systeme, etwa in dein 
monoklinischen, krystallisirt , so wählen wir auch für dieAxen. des 
triklinischen Krystalles eine Stellung, welche dem Systeme des zweiten 
Körpers entspricht. 

Wie beim rhombischen Systeme kann man auch hier die ZAxe 
als vertikale Axe, die ^- und YAxe aber beziehungsweise als 
Proto- und Deuterodiagonale bezeichnen. In Folge der Abwe- 
senheit von Hauptschnitten gibt es aber hatüilich keine gleichwerthigen 
Ebenen und Richtungen, sondern je zwei Ebenen oder Richtungen eines 
triklinischen Krystalles, die nicht einander parallel sind, müssen ver- 
schiedene kr y stall ographische und physikalische Eigenschaften besitzen. 
Die allgemeinste triklinische Form kann daher auch nur aus zwei zu 
einander parallelen Flächen bestehen. Es ist diess 

die Tetartopyramide \hkl\ mit den Flächen 

(XXXVI) hki m 

wobei die Indices A, fc, l theilweise positiv oder negativ sein können. 
Da kein Hauptschnitt vorhanden ist, so kann es aber keine speziellen 
Formen der Tetartopyramide geben, indem ja für solche Formen die 
Flächennormalen entweder parallel oder senkrecht zu einem Uaupt- 
schnitte sein müssen. Man kann jedoch nach der Lage der Flächen der 
Tetartopyramide gegen die Axenebenen zwischen verschiedenen Varie- 
täten derselben unterscheiden, welche Varietäten freilich ihre Bedeu- 
tung verlieren, sobald man drei andere Flächen zu Axenebenen wählt. 
Auf diese Weise erhalten wir folgende Formen, für welche Fig. 218 eine 
Uebersicht für die Lage der Pole ihrer Flächen auf der Sphäre der Pro- 
jektion gibt; die Ebene der Zeichnung ist hierbei senkrecht zur ZAxe. 
A. Die Tetartopyramide, bestehend aus zwei parallelen 
Flächen, die alle drei Axenrichtungen in endlicher Entfernung schnei- 
den. Je nach dem Oktanten, in welchem diese Flächen liegen, erhalten 
wir eine 

obere rechte lAHl, 

obere linke |ÄH|, 

untere rechte |AH|, 

untere linke t Jikl\ 
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Tetartopyramide; A, k, l sind hier als wesentlich positive Grössen 
vorausgesetzt. Werden die zwei Flächen dieser Form parallel der 
^TAxe, so erhalten wir 

B. das Hemiprisma. Die Pole der zwei parallelen Flächen 
dieser Form müssen in die Zone [100, 001] fallen; je nach der Lage 
die sie in dieser Zone haben, unterscheiden wir aber das 

rechte \hJcQ\ und 

linke \KkO\ Hemiprisma. 

C. Das Protohemidoma ist eine Tetartopyramide, deren zwei 
Flächen der JTAxe parallel sind. Die Pole der Flächen dieser Varietät 
fallen daher inMie Zone [010, 001], und wir haben je nach der Lage 
dersielben ein 

oberes [0hl] und ein « 

unteres [Ohl] Protohemidoma. 

D. DasDeuterohemidoma, gebildet von zwei einander und 
der TAxe parallelen Flächen, deren Pole also in den Zonenkreis 
[100, 001] entfallen. Wir haben demzufolge wie bei der vorhergehen- 
den Varietät ein 

oberes |AOZ| und ein 

unteres l%07| Deuterohemidoma. 

E. Das Basopinakoid lOOll ist der spezielle Fall der Tetarto- 
pyramide, wenn die Flächen derselben parallel der Axenebene XY 
werden. 

F. Das Protopinakoid |010|, bestehend aus zwei der Axen- 
ebene JTZ parallelen Flächen. 

G. Das Deuteropinakoid llOOl, dessen zwei Flächen parallel 
der Axenebene YZ sind. 

Abgesehen von diesen verschiedenen Varietäten der Tetarto- 
pyramide ist dieselbe die einzige mögliche triklinische Form, indem 
wegen des Mangels eines Hauptschnittes offenbar weder hemiedrische, 
noch hemisymmetrische , noch auch hemimorphe Formen in diesem 
Systeme auftreten können. 

S. 68. Triklinische Kombinationen. 

Dem im vorhergehenden Paragraphe Gesagten zufolge gibt es 
nur eine Klasse von Kombinationen des triklinischen Systems, welche 
sich freilich durch die Zahlenwerthe ihrer Elemente und Flächenindices 
sehr von einander unterscheiden können. 

▼. Lang. KrystaUographie. ^ 

iD 
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In Fig. 219 ist als Beispiel einer triklinischen Kombination ein 
Krystall des Kupfervitriols abgebildet. Bestimmt man die Ele- 
mente desselben etwa durch die Flächen aClOO), 1>C110), 6(010), 
;(201), n(2ll), so erhält man aus der Beobachtung die Werthe 

a:b: c= 1 : 0-5656 : 0*5499 

J = 106« 49', ri = 970 39', ? = 77^ 37'; 

für die Formen der betrachteten Kombination findet man aber die 
Symbole' 

IIOOI, lOlOl, IllOI, {Hol, 12101, 12011, |2ll|, Hill, {2111 
a b n m p q r s 

Fig. 220 ist ein Beispiel eines triklinischen Juxtapositions-Zwil- 
lings, welcher am Albit beobachtet wird. Die Elemente dieses Mine- 
. rals sind 

a:b:c= 0-6318 : 1 : 05553 

ä = 850 58'^ ri = 115» 58', f = 91» 50' 

und kommen denen des monoklinischen Orthoklases (§. 66) ziemlich 
nahe; da der Albit dem letzteren Minerale auch in chemischer Hinsicht 
verwandt ist, so wählen wir für denselben auch eine dem Orthoklase 
entsprechende Axenstellung. Jedes der beiden Individuen ist dann ge- 
bildet von Flächen der Formen lOOll, {1101, {010t, {IlOj, {Uli, 
(IUI, und die Zwillingsaxe ist senkrecht zur Fläche (OlOl. 
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Zeiclinuiig der Krystallgestalten. 

S. 69. Orthogonale Projektion. 

Das Problem, eine Krystallgestalt richtig zu zeichnen, zerfällt 
nach dem, was in vorhergehenden Kapiteln über die Eigenschaften der 
Krystalle gesagt wurde, offenbar in die zwei Aufgaben: erstens das 
Axensystem des Krystalles richtig zu zeichnen, und zweitens auf 
diese Axen die Parameter seiner einzelnen Flächen gehörig aufzutragen. 
Denn kennt man die Lage der Punkte, in denen zwei Flächen die drei 
Axenrichtungen treffen , so kennt man nach §. 3 auch die Lage der 
Durchschnittslinie derselben. Die Zeichnung eines Krystalles ist aber 
nichts anderes, als die Darstellung aller Kanten desselben, d. h. der 
Linien, in denen sich je zwei benachbarte Flächen desselben schneiden. 
Dadurch, dass man die Zeichnung einer Krystallgestalt bloss mit Hilfe 
seiner Elemente und Indices ausführen kann, unterscheidet sie sich als 
Hilfsmittel unserer Vorstellungskraft wesentlich von einem Modelle der 
Gestalt, welches wir nur anfertigen können, wenn uns die Neigungen 
der Flächen des Krystalles zu einander bekannt sind. Da nun gerade 
die Elemente und Indices diejenigen Grössen sind, welche die Gesetze 
der Krystallographie unmittelbar erkennen lassen, so müssen. wir, wenn 
es sich darum handelt, die Eigenschaften und Verhältnisse einer Kry- 
stallgestalt zu Studiren, dem Zeichnen der letzteren den Vorzug geben, 
ganz abgesehen davon, dass man zur Anfertigung eines Modelies erst 
eigener Apparate bedürfte. 

Dass aber die Aufgabe, die wir uns in diesem Kapitel gestellt 
haben, nämlich Zeichnungen von Krystallgestalten zu entwerfen, die 
auf unser Auge denselben Eindruck machen, wie die Gestalten selbst, 

16* 
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eine mögliche ist, davon überzeugt man sich auf folgende Weise. Zie- 
hen wir nämlich von allen bemerkenswerthen Punkten eines Körpers . 
gerade Linien zu einem unserer Augen, schneiden diese Geraden durch 
eine beliebige Ebene Jf und verbinden die so erhaltenen Durchschnitts- 
punkte genau so, wie sie an dem betrachteten Körper verbunden sind: 
so erhält man eine Figur, die auf unser Auge genau denselben Ein- 
druck hervorbringt, wie der Körper selbst, so dass es gleichgiltig ist, 
ob bloss der Körper, oder die Zeichnung auf der Ebene M vorhanden 
ist. Man nennt eine solche Zeichnung eine perspektivische Pro- 
jektion des Körpers auf die Ebene Jf, welch letztere dieBildebene 
oder Projektionsebene heisst; die Geraden aber, welche die einzelnen 
Punkte des Körpers mit dem Auge verbinden, und durch deren Durch- 
schnitt lüit der Ebene M die Projektion des Körpers gebildet wird, 
nennt man Gesichtsstrahlen oder projizirende Linien. 

Wir erhalten also, wenigstens in Betreff der geometrischen Ver- 
hältnisse eines Körpers genau dasselbe Bild, sei es, dass wir denselben 
selbst, oder sei es, dass wir nur dessen zugehörige Projektion betrach- 
ten, vorausgesetzt freilich, dass wir unser Auge bei der Betrachtung 
der Projektion in dieselbe Stellung zu deren Ebene bringen, die es bei 
der Projiziruug gegen dieselbe hatte. 

Während das Bild, unter welchem uns ein Körper erscheint, nur 
von der Stellung des letzteren gegen unser Auge abhängt, wird er- 
sichtlich die Projektion dieses Körpers auch von der Lage der Bildebene 
bedingt. Bei der Zeichnung von Krystallgestalten werden wir nun die 
Stellung derselben und die Lage der Bildebene so zu wählen haben, 
dass die eigenthümlichen Verhältnisse der Krystalle dabei möglichst 
deutlich hervortreten. Es wird diess, wie Nachfolgendes lehrt, am 
besten dadurch erreicht, dass man vor Allem das Auge in unendliche 
Entfernung von dem zu projizirenden Krystalle und von der Bildebene 
versetzt. Hiedurch werden offenbar alle Gesichtsstrahlen einander pa- 
rallel, daher auch die von ihnen gebildete Projektion eine Parallel- 
projektion (parallelperspektivische Projektion) genannt wird, zum 
Unterschiede von den eigentlich perspektivischen Projektionen, die für 
eine endliche Entfernung des Auges ausgeführt werden, wie diess bei 
Landschaftszeichnungen u. s. f. der Fall ist. 

In der Parallelprojektion eines Körpers sind nun fürs erste pa- 
rallele Linien desselben noch immer parallel, wie aus der folgenden 
Betrachtung hervorgeht. Die Gesichtsstrahlen aller Punkte einer Ge- 
raden liegen ersichtlich sämmtlich in einer Ebene, welche durch das 
Auge geht und projizirende Ebene genannt wird. Legt man durch 
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parallele Linien Ebenen, so sind letztere alle tautozonal und ihre Durch- 
schnittsHnien daher ebenfalls parallel den ursprünglichen Linien. Die 
Durchschnittslinie der projizirenden Ebenen zweier parallelen Linien 
ist somit ebenfalls parallel diesen Linien und geht durch das Auge. Ist 
nun das Auge unendlich weit entfernt von den parallelen Linien , so 
werden die projizirenden Ebenen derselben einander parallel sein 
müssen, da ja alsdann jeder Punkt ihrer Durchschnittslinie in unend- 
liche Entfernung rückt. Sind aber die projizirenden Ebenen parallel, 
so sind es natürlich auch die Durchschnittslinien derselben mit der 
Bildebene, welche Durchschnittslinien eben die Projektionen der be- 
trachteten parallelen Linien sind. 

Aus dem eben Bewiesenen folgt unmittelbar, dass die Parallel- 
projektion eines Parallelogrammes wieder ein Parallelogramm ist, da 
ja die gegenüberliegenden parallelen Seiten in der Projektion parallel 
bleiben müssen. Hieraus ergibt sich aber sogleich die folgende zweite 
wichtige Eigenschaft der Paralleiprojektion, nämlich die, dass gleich 
lange parallele Linien in dieser Projektion nicht nur parallel, sondern 
auch gleich lang sind. Denn verbinden wir die entsprechenden End- 
punkte der gegebenen Linien durch Gerade, so erhalten wir ein Paral- 
lelogramm, dessen Projektion eine ähnliche Figur sein muss, was eine 
gleiche Länge der gegebenen Linien auch in der Projektion voraussetzt. 

Verhalten sich die Längen zweier parallelen Linien etwa wie m 
zu w, wobei m und n ganze Zahlen bedeuten sollen, und theilen wir die 
erste Linie in w, die zweite in n gleiche Theile , so bekommen wir 
m-\-n Stücke, alle von gleicher Länge, deren Parallelprojektionen 
daher dem Gesagten zufolge ebenfalls unter einander gleich lang sein 
müssen. Diess gibt uns unmittelbar den Satz : 

Bei der Parallelprojektion ist das Längenverhältnis paralleler 
Linien gleich dem Verhältnisse ihrer Projektionen. 

Dieser Satz wird natürlich auch noch gelten, wenn die parallelen 
Linien unendlich nahe einander liegen, d. h. wenn sie Stücke einer und 
derselben Geraden bilden. Es ergibt sich hieraus für Punkte derselben 
Linie eines Körpers, dass deren wechselseitige Entfernung in der Pro- 
jektion gerade so gefunden werden kann, wie am Körper selbst; näm- 
lich durch Messen mit einer bestimmten Längeneinheit. Diese Einheit 
wird aber in der Projektion für jede verschiedene Richtung der betrach- 
teten Geraden auch eine verschiedene Länge haben, und nur für Linien, 
welche der Bildebene parallel sind, wird diese Einheit dieselbe Länge 
wie für den Körper selbst haben. Es kann geschehen, dass^yerschiedene 
Richtungen des Körpers in der Projektion parallel werden, trotzdem 
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entsprechen die;sen verschiedenen Richtungen noch immer in der Pro- 
jektion verschiedene Längeneinheiten. 

Die zuletzt besprochene Eigenschaft der Parallelprojektion macht 
die so oft wiederkehrende Aufgabe des Krystallzeichnens, nämlich die 
Parameter einer Fläche (hkl^ auf den Axen aufzutragen, sehr leicht: 
Denn ist einmal das Axensystem projizirt, so hat man nur die Axen- 
längen auf ihren betreffenden Richtungen vom Mittelpunkt aus bezie- 

1 1 1 

hungsweise -T- 5 -j-^ —,- aufzutragen, um die gesuchten Parameter 

zu erhalten. 

Was nun die Lage der Bildebene betrifft, so ist die Folge des 
Parallelismus der Bildstrahlen die Entfernung dieser Ebene vom be- 
trachteten Körper ganz gleichgiltig , mit Bezug auf die Neigung der 
Bildebene zu den Gesichtsstrahlen aber nehmen wir an, dass sie auf 
den letzteren senkrecht stehe. Wie schon gesagt, müssen wir nämlich, 
damit eine Zeichnung denselben Eindruck auf unser Auge hervorbringe, 
wie der projizirte Körper selbst, das Auge in dieselbe Lage zur Zeich- 
nung bringen, die es bei Anfertigung der letzteren hatte. Nun betrach- 
ten wir gewöhnlich eine Zeichnung immer in der Weise, dass die Ver- 
bindungslinie des Auges mit dem Mittelpunkte der Zeichnung senkrecht 
zur Ebene der letzteren ist. Wir werden daher auch bei der Projizirung 
von Kry stallgestalten die Bildebene senkrecht zu den Gesichtsstrahlen 
annehmen. 

Eine solche Projektion nun, in welcher sämmtliche Gesichts- 
strahlen normal zu der Bildebene sind, heisst eine orthogen ale Pro- 
jektion oder bloss eine Projektion, indem man dieses Wort vor- 
zugsweise auf die eben beschriebene Art von Projektionen anwendet, 
wie diess auch im Nachfolgenden geschieht. Durch ganz einfache geo- 
metrische Betrachtungen überzeugt man sich aber von der Richtigkeit 
des folgenden Satzes : 

„Tu der orthogonalen Projektion ist die Entfernung zweier Punkte, 
deren Verbindungslinie im Räume mit den Gesichtsstrahlen den Win- 
kel a bildet, gleich der Kathete eines rechtwinkeligen Dreieckes, dessen 
Hypothenuse die wirkliche Entfernung der zwei Punkte ist, und in 
welcher jener Kathete der Winkel a gegenüber liegt." 

Aus diesem Satze folgt, was jedoch schon unmittelbar einleuch- 
tet, dass eine zur Bildebene parallele Linie in der Projektion die 
gleiche Länge behält, und dass jede zur Bildebene senkrechte Linie 
sich in der Projektion auf einen Punkt reduzirt. 
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Haben wir auf diese Art EntfernaDg und Lage der Bildebene be- 
stimmt, so bleibt uns nur noch übrig, die Lage des zu projizirenden 
Krystalies gegen die Gesichtsstrahlen oder gegen die Bildebene zu 
fixiren. Die Stellung des Krystalies wird aber bestimmt sein durch die 
Stellung seiner Axenrichtungen: da ja mit Hilfe derselben der ganze 
Krystall gezeichnet werden kann; um aber die Axenr ichtun gen zu 
fixiren, brauchen wir nur das Verhältnis der drei Parameter anzu- 
geben, welche von der Bildebene auf diesen Axenrichtungen abge- 
schnitten werden. Indem wir nun das Problem der Projektion einer 
Krystallgestalt für beliebige Parameter der Bildebene lösen, werden 
wir natürlich auch zugleich gezeigt haben, wie man einen Krystall auf 
eine seiner Flächen projiziren könne; in welchem Falle die Parameter 
der Projektionsebene sich wie rationale Grossen verhalten. 

Ist die Bildebene senkrecht zu einer Zone des Krystalies , so 
werden alle Flächen dieser Zone in der Projektion nur als gerade Linien 
erscheinen, die sich unter Winkeln gleich den Neigungswinkeln der be- 
treffenden Flächen schneiden. Der ümriss dieser Flächen wird daher 
aus der Projektion nicht ersichtlich sein. Diess ist nun der Fall bei den 
Horizontalprojektionen, bei welchen die Bildebene horizontal 
ist. Da wir nämlich die Krystallgestalten der verschiedenen Systeme 
immer so zeiphnen, dass eine ihrer Zonen vertikal ist, so wird be^ 
jedem Krystalle eine horizontale Ebene immer senkrecht zu einer seiner 
möglichen Zonen sein, deren Axe mit Ausnahme des hexagonalen Sy- 
stems immer die ZAxe ist. Diese Axe wird somit in der Horizontal- 
projektion immer nur als Punkt erscheinen, und es wird nicht zu er- 
kennen sein, wie sich verschiedene Krystallflächen mit Bezug auf diese 
Axe verhalten; die räumlichen Verhältnisse der Krystalle werden 
soufiit durch solche Projektionen nur unvollkommen dargestellt, haben 
jedoch wegen ihrer leichteren Anfertigung besonders dann Werth, wenn 
es sich mehr um eine schematische Uebersicht der Flächen eines Kry- 
stalies handelt. 

Aehnliche Bemerkungen gelten für die Vertikalprojektion, 
bei der die Bildebene senkrecht zu einer horizontalen Zone des Kry- 
stalies angenommen wird. Solche Zonen gibt es an triklinischen Kry- 
stallen allerdings keine, an monoklinischen aber gibt es eine solche, 
deren AiedieFAxelst, wodurch der Hauptschnitt dieser Krystallebei der 
Vertikalprojektion zur Bildebene wird* Die Anwendung dieser Projektion 
beschränkt sich daher auch meist auf den Fall monoklinischer Krystalle^ 
deren allgemeine Verhältnisse dadurch allerdings, besonders mit Rück- 
sicht auf die physikalischen Eigenschaften sehr gut dargestellt werden. 
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Obgleich nun diese Projektionen für gewisse Zwecke sehr brauch- 
bar sind, so findet doch, wenn die Ausbildung der Flächen eines Kry- 
stalles durch Zeichnung ver sinnlicht werden soll, die axono metri- 
sche oder schiefe Projektion die meiste Anwendung; bei der- 
selben soll die Bildebene zu gar keiner, wenigstens der vorherrschenden 
Zonen des Krystalles senkrecht sein, indem sonst die Verhältnisse einer 
solchen Zone aus der Zeichnung nicht ersichtlich werden. 

$. 70. Parallelprojektion einet rechtwinkligen Axensystems. 

Da wir sehen werden, dass man die Projektion jedes schiefwin- 
kligen Axensystems mit Hilfe der Zeichnung eines rechtwinkligen finden 
kann, so wollen wir hier auch nur die allgemeine Methode der schiefen 
Projektion eines rechtwinkligen Axensystems betrachten. Dieselbe er- 
fordert aber zuerst die Lösung des folgenden Problems : 

I.Aufgabe. Für ein rechtwinkliges Axensystem seien m^n^p 
die Parameter einer Ebene Q, es soll das Dreieck MNP und der Punkt 
E angegeben werden, in welchem dieselbe von den Axenebenen und 
von der aus dem Axenmittelpunkte auf sie gefällten Senkrechten ge- 
troflfen wird. 

Den Weg, auf welchem diese Aufgabe zu lösen sein wird, finden 
wir durch folgende Betrachtung. Sind OJIf, ON^ OP, Fig. 221, der 
Grösse und Richtung nach die Parameter der Ebene Q, ist ferner E 
der Punkt, in welchem das Dreieck MNP von der aus O auf dasselbe 
gefällten Normale getroffen wird, so wird die Linie PE senkrecht sein 
zur Linie MN. Die Ebene POE ist nämlich senkrecht zu den beiden 
Ebenen MNP und MON, da sie durch die Linien EÖ und PO hin- 
durchgeht, welche beziehungsweise senkrecht zu jenen zwei Ebenen 
sind. Die Durchschnittslinie MN der letzteren zwei Ebenen muss daher 
senkrecht zur Ebene POE und somit auch senkrecht zur Linie PE 
sein. Dasselbe gilt aber auch in Betreff der Linien ME und NE^ wo- 
raus hervorgeht, dass E der Durchschnittspunkt der drei Höhen des 
Dreieckes MNP ist. Hiedurch ist aber der Punkt E sogleich gegeben, 
sobald man die wahre Gestalt des Dreieckes MNP kennt. Die Seiten 
des letzteren findet man aber leicht aus den rechtwinkligen Dreiecken 
NOP^ POM^ MON^ deren Katheten die gegebenen Parameter der 
Ebene Q sind. Man hat somit zur Lösung der gestellten Aufgabe fol- 
gende Konstruktion auszuführen : 

Auflösung. Man ziehe die Linien, Fig. 222, 
MN ± PN^ 
und trage von dem Durchschnittspunkte O derßelben mit der gegebenen 
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oder willkürlichen Längeneinheit die Linien 

OM = m, OiV, = ON^ w, OP = p 

auf. Bestimmt man dann den Punkt N2 so, dass 

PN,, = PN, MN^ = MN^ 

so gibt das Dreieck MN^P den gesuchten Querschnitt der Ebene Q, 
mit den Axenebenen, der Kreuzungspunkt E der drei Höhen dieses 
Dreieckes aber den gesuchten Fusspunkt der von O auf die Ebene Q, 
gerällten Normale. 

Werden zwei der drei Parameter w, w, p einander gleich, so wird 
natürlich die entsprechende Seite des Dreieckes MN2P von der zuge- 
hörigen Höhe halbirt. Ist einer der drei Parameter = o©, so konstruire 
man mittelst der beiden anderen als Katheten ein rechtwinkliges Drei- 
eck. Errichtet man in den Endpunkten der Hypothenuse zwei zu ihr 
senkrechte Linien, so geben diese Linien sammt der Hypothenuse die 
Durchschnitte der Ebene Q mit den Axenebenen, der Punkt E aber, in 
welchem die Hypothenuse von der zugehörigen Höhe getroffen wird, den 
Fusspunkt der vom Axenmittelpunkte auf die Ebene Q gefällten Nor- 
male. Die Richtigkeit dieser Konstruktion ergibt sich leicht durch Be- 
trachtung der Fig. 221 für den Fall, dass einer der Punkte Jf, iV, P 
in die Unendlichkeit rückt. 

2. Aufgabe. Ein rechtwinkliges Axensystem in paralleler Per- 
spektive auf eine Ebene Q zu projiziren, deren Parameter mit Bezug 
auf dieses Axensystem m, «, p sind. 

Es seien, Fig. 221, OA, OB, 00 der Länge und Richtung nach 
die gegebenen Axen OJf, OiV, OP aber die Parameter der Projek- 
tionsebene Q. Die Projektionen der Punkte -4, -B, 0, O auf die Ebene 
Q, werden uns ersichtlich durch ihre Verbindungslinien die gesuchte 
Projektion des Axensystems geben; diese projizirten Punkte ^', J?', 
C, E sind aber nichts weiter als die,Fusspunkte der von den Punkten 
A, jB, O, O auf die Ebene Q, gefällten Senkrechten, da wir ja immer 
die Gesichtslinien senkrecht zur Projektionsebene annehmen. Die 
Punkte A\ B\ G* werden in die Verbindungslinien des Punktes E mit 
den Punkten Jf, iV, P fallen müssen , indem die Linien AA\ BB', 
GC'y OE sämmtlich einander parallel sind. Es wird daher auch 
EA' _ OA a EB _ OB _ b 
EM ~ OM ~ 7a' EN ~ ON ~ n ' 
EG* _ 00 _ c 
EN ~ ON ~ n 
sein, mit Hilfe welcher Gleichungen wir die Lage der Punkte A', B% G, 



— 250 — 

leicht ermitteln können, sobald wir nur die wahre Gestalt des Drei- 
eckes MNP und den Punkt E desselben bestimmt haben. Die Lösung 
der gestellten Aufgabe erfordert somit die Ausführung der folgenden 
Konstruktion. 

Auflösung. Man bestimme, Fig. 223, zuerst mit Hilfe der vor- 
hergehenden Auflösung das Dreieck Jf'iV'P' und den Punkt E des- 
selben, in welchem die Ebene Q von den Axenebenen und von der vom 
Axenmittelpunkte auf sie gefüllten Normale getroffen wird. Alsdann 
trage man vom Punkte E aus auf drei beliebigen Linien beziehungs- 
weise die Längen 

EA = a, EB = ft, EG=c 
und 

EM= m, EN= n, EP = p 

auf, und ziehe durch die so bestimmten Punkte ABC die Parallelen 

AÄ' II MM', BB II NN% CC || PP\ 

welche die Linien EM\ EN\ EP^, beziehungsweise in den Punkten 
A*, B% C* schneiden. Die EA*, EB', EC geben schliesslich der 
Länge und Richtung nach die gesuchte Projektion des gegebenen 
rechtwinkligen Axensystenis. 

Anmerkung. Bedeutet/ den Flächeninhalt des Dreieckes MN'P^ 
so findet man mittelst ebener Geometrie kf .EM' = N'P (— iV'P'* + 
M'P*'^ + MN''^y Nun ist aber oflFenbar NP' = /n» + ^«, PM = /m*+i>«, 
M'N' = /m* + w*, und daher 4/ = /n V' + 1>*^* + »»****• Aus der vor- 
hergehenden Gleichung für 4/. EM' erhält man somit EM' = (m'^^n^-\-p^) : 
^n^p^-\-p^m^ -{-mW, in Folge dessen aber für EA' die erste der nach- 
stehenden Gleichungen, deren zwei letzte sich schon durch die Symmetrie 
der Buchstaben ergeben: 



EÄ' = ma \f **'+P' , EB- = 6« l/ ^±^ 



+ mhi^ 



EO = pc Xf '^^+^' 



§. 71. Andere Methode der Projektion eines tesseralen Axensystemt. 

Der vorige Paragraph gibt uns eine Methode, mit welcher wir 
direkt die Projektion jedes schiefwinkeligen Axensystems finden können. 
Wir werden jedoch sehen, dass, wenn es sich nicht gerade um die Pro- 
jektion auf eine bestimmte Ebene handelt, man eine richtige Projektion 
eines schiefwinkligen Axensystems auch immer mit Hilfe der Projektion 
dreier zu einander senkrechten und gleich langen Linien, also eines 
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tesseralen Axensystems ausführen kann. Aber auch für die Projektion 
des letzteren Axensystems schlägt man gewöhnlich nicht die Methode 
des vorigen Paragraphes ein, da es sich im Allgemeinen beim Zeichnen 
der Krystalle nicht um eine bestimmte Projektionsebene handelt. Man 
bedient sich bei der Projektion eines tesseralen Axensystems vielmehr 
meist der nachfolgenden Methode , welche hauptsächlich auf dem im 
§. 69 gegebenen Satze beruht, der uns die projicirte Länge einer Linie 
aus deren wahrer Länge und aus dem Winkel dieser Linie mit den Ge- 
sichtsstrahlen finden lehrt. 

Schneiden wir auf den drei rechtwinkligen Axen OX^ Y, OZ 
vom Mittelpunkte aus die gleich langen Stücke OJ., OJB, OC ab, die 
auch gleich der Längeneinheit l etwa sein sollen, so werden die vier 
Punkte O, -4., B, C die Ecken einer dreiseitigen Pyramide sein , deren 
Projektion wir eben suchen wollen. Die Axe OZ' denken wir uns wie 
gewöhnlich vertikal. Zeichnen wir uns nun mit den Linien OA r=: OC 
das rechtwinklige Dreieck OAO, Fig. 224, wobei OC vertikal sein 
soll, so wird uns dasselbe die Projektion der erwähnten Pyramide auf 
eine Ebene parallel der vertikalen Axenebene JlZ vorstellen. Die 
Punkte A^ O, C der Pyramide, die sich also in einer Ebene parallel 
der Projektionsebene befinden, werden daher ihre gegenseitige Distanz 
auch in der Projektion behalten; die Punkte O und B dagegen werden 
zusammenfallen, weil ihre Verbindungslinie parallel den Gesichts- 
strahlen ist. In Folge dessen werden wir die Seiten AOB und OBC der 
Pyramide nur als Linien OA und OC sehen. 

Drehen wir nun bei unveränderter Lage der Projektionsebene um 
eine vertikale Ebene, also etwa um die Linie 00 um den Winkel ö 
(den Drehungswinkel), so wird die Lage der Punkte O und C sich 
nicht ändern, dagegen wird A etwa nach A' und B von O nach B' 
rücken. Die Seite AOB der Pyramide wird aber immer nur als gerade 
Linie erscheinen. Wenn wir aber nun ferner die Pyramide um eine zur 
Projektionsebene parallele Horizontale also etwa um die ursprüngliche 
Linie OJ. um den Elevationswinkel e drehen, so wird der Punkt 
oflFenbar nur in der Linie OC verschoben und etwas nach 0" rücken. 
Sind ferner A*^ und JB" die neuen Lagen der Punkte A' und -B', so 
werden auch die Linien A*A** und jB'JB" senkrecht zu A^B' sein müs- 
sen. Die Verbindungslinie der vier Punkte gibt uns schliesslich die den 
Winkeln d und e entsprechende schiefe Projektion der Pyramide AB CO. 

Diese beschriebenen Operationen sind nun wirklich auszuführen, 
d. h. es sind die Längen der Linien 0.1', OJB', 00", A'A*', B'B'\ 
welche uns die Lage der Punkte A'\ B*\ C ersichtlich geben, zu 
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bestimmen. Um nun mit Hilfe des im |. 69 gegebenen Satzes zuerst die 
Längen von A^O und B'O zu finden, brauchen wir nar za bedenken, 
dass nach der ersten Drehung um 00 die Axen OA und OB mit den 
Sehlinien offenbar die Winkel 90® — i und i bilden. Wir haben daher 
folgende Konstruktion auszufahren. Man mache Fig. 224 

COA = 90», AqOA = d, AqOBq = 90» 
OC=OA^=OBo = l 

und suche auf der Linie OA die Punkte A' und B*, flu: welche 

OA'Ao = OB'Bq = 90» 

alsdann sind OA^ und OB* die gesuchten Längen. Dreht man nun die 
Pyramide um die Linie OA, so wird 0" die Projektion des Punktes 
immer näher gegen O rücken, je mehr man die Pyramide neigt. Fällt 
schliesslich C" mit O zusammen, so müssen die Punkte A^ und B' mit 
den Punkten Aq und Bq koinzidiren. Da man so die wahren Längen von 
AqA*, BqB\ 00 kennt, so ist es leicht, ihre Projektion für eine belie- 
bige Neigung « der Pyramide zu bestimmen, da sie alsdann mit den 
Sehlinien in Wirklichkeit offenbar der Reihe nach die Winkel s, £, 
90^ — e bilden. Man mache also Fig. 225 

^00 = 90», OQÖ' = f 

J£q = A^A^, FQ = B^\ Qa=OC=C 

und bestimme auf der Linie Ö'Q die Punkte JE', F", G\ für welche 

jBjB'Q = FFQ = ÖÖ'Q = 90»; 

die Stücke -E'^ -F'Qj O'Q sind alsdann die gesuchten Längen von 
A'A'\ B*B\ CG''. Macht man daher in Fig. 224 noch 

A'A" = E'Q, B'B* = FQ, 00 ' = G'Q 

so geben uns die Linien -4"0, ^"O, C^^O eine richtige schiefe Pro- 
jektion eines tesseralen Axensystems. 

OA* 
Setzt man in Fig. 224 das Verhältnis -j— t7 » dessen Werth na- 

türlich von dem Winkel d abhängt , gleich r, so erhält man aus den 
kongruenten und rechtwinkligen Dreiecken A^OA* und BqOB' leicht 

OA*=BoB'= — -^ 

CD ; ^'f 

OB'=AoA' 



V'l-fr* 
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Ans der Fig. 225 folgt aber, da die Dreiecke QEE% QFP, 
QGG' alle einander ähnlich sind, dass die folgenden Verhältnisse 
einen und denselben Werth, « etwa, haben müssen, der natürlich von 
der Grösse des Winkels < abhängt. Wir können daher setzen 

AA' _ BB' l__ 

Ä'A» ~ B'B" ~ GO> ~' 

nad da das Dreieck G€HQ, ein rechtwinkliges ist 

qG> = 00" = VP - ÖGf» 

Ans diesen nnd den Gleichnngen (1) findet man aber 

A'A" = ^ 

B'B" = 



rl 

(2) 



00" = i- 1^^ 

welche Gleichnngen in Verbindung mit den Gleichnngen (1) ersichtlich 
die znr Bestimmung der Punkte A'\ B^\ Cj' nothwendigen Linien in 
Theilen der Längeneinheit durch die Zahlen rund 9 ausgedrückt geben. 
Mit Hilfe dieser Gleichungen kann man also auch auf dem Wege der 
Rechnung zur Kenntnis der Bestimmungsstücke einer richtigen schiefen 
Projektion eines tesseralen Axensystems gelangen* 

Der Bruch — y «* — 1 wird sich bei den für q gewöhnlich an- 
genommenen Werthen sehr wenig von Eins unterschieden und daher 
bei den üblichen Grössenverhältnissen der Krystallzeichnungen der 
Punkt C" fast genau mit C zusammenfallen. Wir können daher für 
OC^ meist den Näherungswerth OC = l setzen. 

Kommt es nicht darauf an, dass die Linien 0A*\ OB'*^ OC" 
gerade die projizirte Längeneinheit bedeuten, sondern nur die Projek- 
tionen dreier gleich langen Linien seien, so können wir OB' gleich Eins 
setzen und erhalten so, indem wir die Gleichungen (1) und (2) durch 
den Werth von OB' aus den Gleichungen (1) dividiren 
OÄ' ■= r, OB* = J 

s s ) . (3) 

0C" = — \/s'^ - 1 . \/l+r2 = yi+r2 approximativ. 



— 254 — 

Anmerkung. Wir kennen jetzt zwei Methoden, ein tesserales Aien- 
system zu projiziren. Es ist klar, dass, wenn wir nur einerseits die Grös- 
sen m, w, j?, andererseits r und s richtig wählen, die projizirten Längen 
der Axen in beiden Fällen gleich gross ausfallen müssen, und dass als- 
dann dem §'' 70 zufolge die nachstehenden Gleichungen gelten: 






^+p^ 



-{-pha^+ni^n^ 






worin m, n, ^ die Parallelen der Projektionsebene bedeuten. Diese Glei- 
chungen sind eigentlich nur zwei von einander verschiedene, denn sie 
geben quadrirt und addirt beiderseits die Summe 2. Man kann aus den- 
selben daher auch nur das Verhältnis der drei Grössen «», n, p bestim- 
men; für diess erhält man aber 

m:n:p= V^r'^+i iJ-^/r^+l : ys'^-i 

Mit Hilfe dieser Doppelgleichung können wir nun für ein beliebig 
angenommenes r und s die Parameter der Projektionsebene berechnen; 
aus denselben findet man aber leicht die folgenden Gleichungen 

m P 



welche uns zeigen , wie man aus den Parametern der Projektionsebene 
den Drehungs- uud Elevationswinkel finden könne. 

Will man von den Formeln der ebenen Trigonometrie Gebrauch 
machen, so hat man offenbar 

r = cot d. s — —. 

sin t 

m : n : p = \ : cot $ : cot b sin 8 
Ebenso findet man leicht 

cot Ä'OÄ'' = rs, cot B'OJB'' = — 

r 

durch welche Gleichungen in Verbindung mit den früher gefundenen 



ersichtlich ebenfalls die Lage der projizirten Axen vollkommen bestimmt wird 

Man wählt bei der Ausführung von Krystallzeichnungen gewöhn- 
lich für r und 8 ganz einfache Zahlen. Zu empfehlen sind die auch von 
Naumann gebrauchten Werthe r = 3 und « = 9, welche einem 
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Drehungswinkel Ä = 18® 26' und Elevationswinkel t = 6® 23' ent- 
sprechen nnd für welche sich aus den Formeln der vorstehenden An« 
merkung die folgenden Werthe ergeben: 

A^'OC" = 92<> 7'. 2 B''0O' = lOS» 25'. 9 

O^" = 0-9382 J, OB*' = 0-3333. Z OC = 0*9938 J 

Setzt man aber, wenn es auf die absolute Länge der projizirten 
Axen nicht ankommt, die der dritten gleich Eins, so hat man 

OA'' = 0-9553 OB** = 0*3928 OC" = 1. 

Diese Zahlenwerthe können dazu dienen, eine Normalprojektion 
anzufertigen, falls man die direkte Konstruktion derselben nicht vor- 
ziehen sollte. Man zeichnet eine solche Normalprojektion auf etwas 
stärkeres Papier und theilt jede der drei Axen etwa in 50 gleiche 
Theile, so dass jeder der letzteren die Projektion eines Millimeters ist, 
falls l zu einem halben Decimeter angenommen wurde. Indem man nun 
auf passende Weise aus der Masse des Papieres drei Dreiecke so aus- 
schneidet, dass eine Seite jeder der positiven Halbaxen dadurch frei 
wird, erhält man die Projektion eines tesseralen Axensystems, der 
man sich nach Art eines Massstabes oder eines Transporteurs bedienen 
kann, um nicht für jede einzelne Krystallzeichnung die Projektion 
dreier rechtwinkliger Axen wiederholen zu müssen. 

Mit diesen Werthen für r und s sind die Figuren der Tafel IV 
und V ausgeführt, mit Ausnahme der Figur 168, welche sowie die 
Figuren der Tafel III für die Werthe r = 4, « = 9 gezeichnet sind. 
Fallen nämlich bei' der Projektion eines Krystalles wichtige Kanten 
desselben in eine einzige Linie zusammen, so ist es besser, wenn man 
den Abstand der einzelnen Flächen vom Mittelpunkte nicht ändern 
kann^ oder diess auch nichts helfen würde, dass man dann zur Projek- 
tion des Axensystems einen etwas anderen Drehungswinkel wählt. 
Ebenso kann es geschehen, dass eine ganze Fläche in der Projektion 
nnr als Linie erscheint. In diesem Falle dreht man entweder ebenfalls 
das Axensystem oder man ändert die Indices der Flächen etwas wenig, 
natürlich aber nur dann, wenn die Zonenverhältnisse der Zeichnung 
dadurch nicht gestört werden. 

S- 72. Horizontal- und Vertikalprojektion eines beliebigen Axensystems. 

Aufgabe. Ein gegebenes Axensystem auf eine Ebene zu proji- 
ziren, die senkrecht zu einer der Axenebenen ist. 

Es seien, Fig. 226, OA, OB, OC der Länge und Richtung nach 
die gegebenen Axen, welche auf eine zur ZAxe senkrechte Ebene Q 
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projizirt werden sollen. Schneidet diese Ebene die ZAxe etwa in dem 
Punkte -B, so wird sie die JTZ- und FZEbenen in zwei Linien -EJF 
und EO schneiden, so zwar, dass die Winkel CEF und CEO rechte 
sein werden. Zieht man nun in denselben Axenebenen durch A und £ 
Parallele mit der -ZAxe, so werden diese Linien die früheren Linien 
EF, EG in zwei Punkten A* und B^ treffen, welche offenbar die Pro- 
jektionen der Punkte A und B auf die Ebene Q, vorstellen. Da ebenso 
E die Projektion von O ist, so geben die Linien JSJ und EB die ge- 
suchte Axenprojektion. Die Längen dieser Linien können sehr leicht 
durch Konstruktion gefunden werden, und es handelt sich hauptsäch- 
lich um Bestimmung des Winkels B'EA', welcher offenbar der Nei- 
gungswinkel der JTZ- und YZ'Ebene ist. Man erhält diesen Winkel 
aber mit Hilfe der Länge -4'J?', welche sich aus dem Vierecke ABB'A' 
ergibt. Im letzteren sind uns nämlich die Seiten AA*^ BB\ AB und 
die Winkel BB'A* = B*A'A = 90<> bekannt. Da die Lage des Punk- 
tes E auf der ZAxe offenbar gleichgiltig ist, so haben wir schliesslich 
wenn wir E und O zusammenfallen lassen, zur Lösung der gestellten 
Aufgabe die folgenden Konstruktionen auszuführen. 

Auflösung. Die Ebene Q, sei senkrecht zur ^ZAxe. Man mache, 
Fig. 227 

BOZ= I, ZOA = fi, AOB^ ==f, ZOF= 90» 
OA = a, 0B= OB^ = b 

und bestimme auf der Linie OF die Punkte A* und B\ für welche 

BB'O = OA'A = 90« 

Durch B ziehe mati eine Parallele zu OF^ deren Durch schnitts- 
punkt mit einem um A mit dem Halbmesser AB^ beschriebenen Kreise 
B2 sein soll, so dass also 

BB^ II OF, B^A = B^A 

Sucht man alsdann auf OF den Punkt B^*, für welchen 

B^B^'O == 90» 

und konstruirt mit den Längen 0A\ OB', A'B^' ein Dreieck EB^A^, 
so geben die Seiten EA^' und EB<i der Länge und Richtung nach die 
gesuchte Projektion. 

Wäre die Ebene Q senkrecht zu einer andern Axenrichtung, so 
ergibt sich das Schema der auszuführenden Operationen leicht aus dem 
Vorhergehenden durch geeignete Vertauschung der Buchstaben. 



- 257 — 

Da der Winkel AiEB<i\ wie schon gesagt , offenbar nichts an- 
deres ist, als der Neigungswinkel zweier Ebenen, so vereinfacht sich 
die angegebene Konstruktion sehr , wenn die Grösse dieses Winkels 
anderswo her, etwa durch Rechnung bekannt ist. 

$. 73. Projektion der Kanten zweier Flächen. 

Hat man einmal eine richtige Projektion des Axensystems eines 
Krystalles angefertigt, so hat es keine Schwierigkeit, auch die Pro- 
jektion seiner Kanten zu zeichnen. Man braucht dazu eben nur den im 
§. 3 angegebenen Weg einzuschlagen. Wir bemerken hier, dass es 
besonders für den Anfänger sehr nützlich ist, jede gezeichnete Kante 
auch mit den Buchstaben oder Symbolen derjenigen zwei Flächen zu 
versehen, deren Durchschnitt sie ist, indem man dann immer leicht 
erkennt, welche von den vielen Durchschnittspunkten der projizirten 
Kanten in der Zeichnung auch wirklich Durchschnittspunkte von Kanten 
im Räume sind. Im Räume können sich nämlich nur Linien schneiden, 
die in einer Ebene liegen; kommt daher in der Bezeichnung zweier 
projizirter Kanten derselbe Buchstabe oder dasselbe Symbol vor, so 
ist der Kreuzungspunkt dieser Linien wirklich die Projektion eines sol- 
chen Punktes im Kaume. 

Entsprechend bezeichnen wir einen solchen Punkt in der Zeich- 
nung durch die Buchstaben oder Symbole der drei Flächen, durch deren 
Durchschnitt er entstand. Die Verbindungslinie zweier Punkte, die 
aber zwei Buchstaben JJ", K gemeinsam haben, erhält offenbar die Be- 
zeichnung HK^ d. h. sie ist die Durchschnittslinie der zwei mit H und 
K bezeichneten Flächen, da ja die beiden Punkte in diesen zwei Flä- 
chen liegen müssen. 

Die Endpunkte der Parameter OH = -y, 0K= -7^, 0J3r= -j- 

einer Fläche PQikT) werden ersichtlich die Zeichen UWP^ WUP^ 
UVP erhalten, wenn wir die Axenebenen mit Z7, F, W bezeichnen. 
Verbinden wir diese Punkte zu zweien, so erhalten wir die Linien PZ7, 
PV^ PWj nämlich die Durchschnittslinie der Fläche Pmit den Axen- 
ebenen* 

Um nun für ein bestimmtes Axensystem in schiefer Projektion 
die Lage der Du'rchschnittslinie der zwei Flächen P(hkt) 
und Q,{efg) in der Zeichnung zu finden, bestimmen wir uns zuerst die 
projizirten Parameter derselben, indem wir auf den Axen, falls die 
projizirten Längen derselben OJ., OB^ OCsind, Fig. 228, die Grössen 

▼.Lang, Krystallographie. k n 
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0J5r= 4- OA, ÖK=. 4- OB, OL = ~OC 

n k i 

0E= — OA, OF^ 4 OB, 0G= — OC 

« / 9 

Die Verbindung der so bestimmten Punkte gibt uns dann die 
Linien 

PU, PV, PW 
QU, QV, QW 

von denen die anter einander stehenden in einer Ebene liegen, und be- 
ziehungsweise die Dnrchschnittspunkte 

PQU, PQV, PQW 

geben. Die Verbindangslinie je zweier dieser Punkte gibt aber die Linie 
PQ, es müssen also diese drei Punkte in einer und derselben Geraden 
liegen, welches eben die gesuchte Dnrchschnittslinie PQ der Flächen 
P und Q ist. 

Wir haben hiebei angenommen, dass die beiden Flächen in dem- 
selben Oktanten liegen, das Schema der Konstruktion bleibt aber ganz 
dasselbe, wenn diess auch nicht der Fall ist und die Parameter der 
zwei Flächen theils auf den positiven, theils auf den negativen Hälften 
der Axen oder bloss auf den letzteren liegen. 

Die Konstruktion bleibt auch ganz ähnlich, wenn von den zwei 
Flächen jede einer anderen Axe parallel ist; nur wenn die beiden Flä- 
chen derselben Axe parallel werden, so hat man, um die Durchschnitts- 
linie derselben zu finden, zu bedenken, dass dieselbe alsdann ebenfalls 
parallel der betreffenden Axe sein muss. Ist etwa 0H= OJE = »o, 
so bleibt von den drei Durchschnittspunkten nur einer, nämlich PQü^ 
Fig. 229, in endlicher Entfernung. Dieser genügt aber doch, um die 
Durchschnittslinie zu bestimmen, da ja dieselbe durch diesen Punkt 
gehen und der Axe OJT parallel sein muss. 

Für die Praxis empfiehlt es sich, bevor man die Durchschnitts- 
linie zweier Flächen P und Q bestimmt, dieselben zuerst so zu ver- 
schieben, -dass mit Bezug auf eine Axe die Parameter der zwei Flächen 
gleich werden. Hiebei ist es am zweckmässigsten , die Parameter für 
die ITAxe gleich zu machen, indem meist in der JTF- und Yl^Ebene 
die Durchschnittslinien von P und Q sich unter den kleinsten Wiukeln 
schneiden. Der Durchschnittspunkt zweier wenig geneigter Linien ist 
natürlich in der Zeichnung mit viel geringerer Genauigkeit anzugeben als 
der von mehr geneigten Linien. Sind also die Parameter der zwei Flä- 
chen etwa 
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OH, OK, OL 

0E% OK, or 

so werden die Punkte PQJJ undPQTF mit JT zusammenfallen, und 
es bleibt nur der einzige Durchschnittspunkt PQV übrig, dessen Ver- 
bindung mit K die gesuchte Durchschnittslinie PQ ist. 

Das Gleichmachen zweier Parameter kann natürlich auf alge- 
braischem Wege geschehen dadurch, dass man die Indices der einen 
Fläche mit einer entsprechenden Zahl multiplizirt. Es kann aber auch 
auf dem Wege der Zeichnung ausgeführt werden , die Durchschnitts- 
linien einer Fläche mit den Axenebenen müssen nämlich immer sich 
selbst parallel bleiben, welchen Abstand jene Fläche auch vom Mittel- 
punkte hat. Dadurch ist es ersichtlich leicht, in Fig. 228 durch paral- 
leles Verschieben der Linien EF, FO, OE die Punkte K und F zur 
Deckung zu bringen. 

Für den Anfänger ist es bisweilen schwierig, die Durchschnitts- 
linien zu bestimmen, wenn eine oder beide Flächen rückwärtige, d. h. 
solche Flächen sind, deren zweiter Parameter auf die negative Hälfte 
der YAxe zu liegen kommt. Man kann, wenn es sich bloss um die 
Richtung der Durchschnittslinie handelt, diess immer ersichtlich da- 
durch umgehen, dass man alle Parameter der betreffenden Fläche mit 
einer negativen Zahl multiplizirt. 

Da die Durchschnittslinie zweier zu verschiedenen Axen paral- 
lelen Flächen sich meist schneller ergibt, als in dem allgemeinen Falle, 
so kann man sich die Richtung der Durchschnittslinie zweier Flächen 
P und Q, oft vortheilhaft dadurch verschaffen , dass man sich die In- 
dices zweier Flächen F und G berechnet, welche einerseits in der Zone 
[J'Q], andererseits beziehungsweise in zwei der Zonen [100], [OlOj, 
[Opl] liegen. Die Durchschnittslinie der Flächen jP, O muss natürlich 
parallel sein dem Durchschnitte der mit ihnen tautozonalen Flächen 
P und Q. 

Gehen wir nun zur Betrachtung der Horizontalprojektionen 
über. Wird das in Fig. 228 in schiefer Projektion ausgeführte Axen- 
system auf eine Ebene senkrecht zur Z'Axe nach der im §. 72 gegebenen 
Regel projizirt, so werden uns zwei unter einem gewissen Winkel ge- 
neigte Linien OA und OB^ Fig. 230, der Länge und Richtung nach die 
Projection der X^ und YAxe vorstellen. Handelt es sich nun bloss die 
Richtung der Durchschnittslinie der zwei Flächen P{hkt) und QQefg^ 
in der Projektion zu finden, so gelingt diess leicht, wenn man die Flä- 
chen so verschiebt, dass sie die ZAxe in demselben Punkte schneiden, 
dessen Projektion offenbar sowie die ganze ZAxe mit dem Punkte O 

17* 
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zusammenfällt. Mau mache also etwa entsprechend den Symbolen 
P l-j-h^ -y&,^j und Qißfg') auf den projizirten Axen 

OH, = ir Oä, OK, = ^ OB 

OE =— OÄ, 0F= -i- ^^ 

^ / 

so ist OJ die gesuchte Durchschifittslinie der Flächen P, Q, wenn J 
den Kreuzungspunkt der Linien -Hi-Ki und MF bedeutet. J ist ja näm- 
lich ebenfalls ein Punkt der Durchschnittslinie PQ, da die Linien S,Ki 
und MF beziehungsweise die Durchschnitte der Axenebene JTY mit 
den Flächen P, Q vorstellen. Man kann nun jetzt auch leicht die Pro- 
jektion der Durchschnittslinie PQ in der durch die Symbole P(hkl) 
und QQefg') gegebenen Lage bestimmen. Man suche nämlich zuerst die 
Durchschnittslinie OJ der beiden Flächen P, Q für den Fall, dass sie 
die ZAxen in demselben Punkte schneiden nach der eben besprochenen 
Methode. Alsdann mache man auf den projizirten Axenrichtungen 

Oir= 4- OA 0K= i- OB 

h ' k 

0E = — OB, 0F= 4- OB 

und ziehe durch den Durchscbnittspunkt R der Linien HK mid EF 
eine Parallele mit OJ, so ist diese Parallele RS nicht nur der Rich- 
tung, sondern auch der absoluten Lage nach die gesuchte Durch- 
schnittslinie der Flächen P, Q. Diese Durchschnittslinie ist ja natür- 
lich durch ihre Richtung und einen ihrer Punkte (Ä) vollkommen 
bestimmt* 

Bedeuten S, T die Kreuzungspunkte der Linie SR mit der X- 
und FAxe, so sind die drei Punkte iZ, S, Tmit Bezug auf das Vorher- 
gehende offenbar die Projektionen der Punkte PQW, PQV^ PQU, Ist 

der wahre Werth der Linie OS etwa «, so hat man — = --p-j indem 

' a OA 

ja das Verhältnis paralleler Linien in der Projektion nicht geändert 

wird. Der Werth des Verhältnisses « : a ist aber von den Elementen 

des projizirten Krystalles unabhängig. Wir haben nämlich in den 

§. 3 und 8 gezeigt, dass , wenn die Durchschnittslinie zweier Flächen 

P, Q durch Linien bestimmt wird, welche parallel den Axenrichtungen 

sind, die Verhältnisse dieser Linien zu den betreffenden Axenlängen 

Grössen sind, die bloss von den Indices abhängen. Um also die Grösse 

5 : a zu konstruiren, können wir die nöthigen Elemente beliebig gross 
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wählen; machen wir etwa a = 04, so muss der früheren Gleichung 
zufolge 8 = OS sein, und die Konstruktion für 8 gibt uns sogleich die 
Länge OS, Da die Länge OT auf gleiche Weise gefunden wird, so 
kann man die Lage der Durchschnittslinie der beiden Flächen PQhkl^^ 
Q{efg) in der Horizontalprojektion auch auf folgende, meist bequemere 
Weise finden : 

Man mache auf den projizirten Axenrichtungen und auf der be- 
liebigen Linie OZ, Fig. 231, 

0H= -1 OA, 0K = ^ OB, 0L=4' 

h k l 

OE= — OA, OF=^OB, 0G = — 

wo X eine beliebige Länge bedeutet. Sind dann Ä, S% T die Kreu- 
zungspunkte der Linien HK mit EF, HL mit EO, KL mit jPö,* so 
ziehe man durch S' und 2* Parallele mit OZ, welche die JC- und YAxe 
beziehungsweise in den Punkten S und T schneiden; die Linie ÄST ist 
dann die gesuchte Durchschnittslinie PQ,, Da die Punkte Ä, ä, T in 
einer Geraden liegen müssen, so genügen eigentlich schon zwei dersel- 
ben zur Bestimmung der Durchschnittslinie. 

Ganz ähnliche Sätze finden wir natürlich auch für die zur X- 
oder YAxe senkreckten Vertikalprojektionen , daher es auch nicht 
nöthig ist, näher darauf einzugehen. 

S. 74. Tesserales System. 

Schiefe Projektion des Axensystems. Nach den Be- 
trachtangen des $.71 reduzirt sich diess Problem für ein bestimmtes r 
und 8 auf die folgende Konstruktion. 

Konstruktion, Fig. 232. Man wähle auf einer horizontalen 
Linie zu verschiedenen Seiten des Punktes O derselben zwei Punkte 
E und JP, für welche 

OE = rOF 
und bestimme dann unterhalb der Linie EF die Punkte O^B^A, ober- 
halb derselben aber den Punkt C so, dass 
GE \ GE= OF 

BF I BF = — OE 

) I EF 1 

AE l—'AE^—GE 

1 ^ 

OC I OC=OÖ= — 00.^/52—1 = Oö(approx.) 
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Die Lage des Punktes <?' wird mit Hilfe des Halbirungspunktes 
üf der Linie OG and mittelst zweier Kreisbögen so bestimmt^ dass 

a*M= GM, aa = — OG 

8 

wird; gewöhnlich ist es jedoch genau genug, statt OG' bloss die 
Länge OO zu wählen. 

Trägt man noch, nachdem man die Punkte A, -B, C mit O ver- 
bunden hat, auf den Verlängerungen dieser Linien die Längen 

OA' = OA, OB' = OB, OC' = OG 

auf, so geben die Linien AA\ BB\ CG' die vollständige Projektion 
eines tesseralen Axensystems. Die absolute Länge der drei projizirten 
Axenlängen ist hiebei offenbar gleich OG, 

Verbindet man die Endpunkte der Axen miteinander, so erhält 
man hiedurch die Umrisse der Flächen (111)» (I10--o welche zu- 
sammen das Oktaeder bilden. Die Kanten dieser Form geben die Rich- 
tungen der rhombischen Hauptaxen; dieselben stehen nämlich 
senkrecht auf den dodekaedrischen Hauptschnitten , da sie, wie man 
sich leicht überzeugt, die Axen der Zonen [110], [ITOJ... sind. Um 
die Richtungen der trigonalen Axen zu finden, welche auf den 
Flächen des Oktaeders senkrecht stehen, braucht man nur die Halbi- 
rungspunkte der Kanten des Oktaeders mit den nächsten Ecken zu 
verbinden. Man erhält so in jeder Oktaederfläche drei Linien , welche 
sich in einem und demselben Punkte schneiden, der oflfenbar der Fuss- 
punkt der aus dem Mittelpunkte auf diese Fläche gefällten Senkrechten 
und also der Durchschnittspunkt einer trigonalen Axe ist. Die te tra- 
ge nalen Hauptaxen sind schon durch die Axenrichtungen gegeben. 

Es ist klar, dass für den Fall des Gleichgewichtes die Verbin- 
dungslinie zweier Ecken E und E' einer tesseralen Form oder Kombi- 
nation, welche isoschematisch mit Bezug auf einen der Hauptschnitte 
sind, parallel sein muss entweder einer tetragonalen oder einer rhom- 
bischen Hauptaxe, je nachdem jener Hauptschnitt ein hexaedrischer 
oder ein dodekaedrischer ist. Es wäre auch nicht schwer, in Betreff 
solcher zwei Ecken das Problem zu lösen, wie man aus der Lage des 
einen Eckes in der Zeichnung die Lage des anderen finden könne. Ge- 
wöhnlich wird man sich jedoch beide durch die Konstruktion ihrer 
Kanten verzeichnen, nachträglich aber sich behufs der Genauigkeit der 
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Zeichnnng überzeugen , dass wirklich die Verbindangslinie der zwei 
Ecken parallel der entsprechenden Hauptaxe ist. 

Ebenso wird im Falle des Gleichgewichtes die Verbindungslinie 
zweier gerade entgegengesetzter Ecken durch den Mittelpunkt O gehen 
müssisn ; dieselbe wird aber parallel einer trigonalen, tetragonalen oder 
rhombischen Hauptaxe sein , wenn die betreffenden Ecken trigonale, 
tetragonale oder rhombische sind. 

Wir wollen hier noch den kürzesten Weg angeben, auf dem man 
sich eine Zeichnung der verschiedenen Formen dieses Systems für den 
Fall ihres Gleichgewichtes anfertigen kann; diese Methode lauft er- 
sichtlich darauf hinaus, von den verschiedenen Durchschnittslinien der 
Flächen einer Form nur diejenigen wirklich zu zeichnen, die zur Be- 
stimmung der Kanten unumgänglich nothwendig sind. 

Das Hexakisoktaeder {hkl\^ Fig. 233. Man bestimme auf 
der positiven und negativen Hälfte jeder Halbaxe die Punkte jET, £*, L 
dadurch, dass man die projizirte Länge der entsprechenden Axe vom 
Mittelpunkte O aus nacheinander 

11 1 , 

aufträgt. Da wir in diesem Systeme immer h^ k^ l voraussetzen, 
so wird offenbar 0H<^ OK <^ OL sein. Man verbinde nun wechsel- 
weise die Punkte If und K der verschiedenen Axen; diese Verbin- 
dungslinien werden in jeder Axenebene ein Achteck bilden, welches der 
Durchschnitt des Hexakisoktaeders mit eben diesem Hauptschnitte 
ist. Die Seiten der Achtecke werden daher den Kanten Z>, die Ecken aber 
theils den tetragonalen, theils den rhombischen entsprechen. Verbinden 
wir die letzteren (-R) noch mit den Punkten L jener Axe, die auf der 
betreffenden Axenebene senkrecht steht, so erhalten wir in jedem Ok- 
tanten drei Linien QF)^ deren gemeinsamer Darchschnittspunkt dem 
betreffenden trigonalen Ecke entspricht. Wir brauchen jetzt nur noch 
die zuletzt bestimmten Ecken mit den tetragonalen durch Linien (69^} 
zu verbinden, um sämmtliche Kanten des Hexakisoktaeders projizirt 
und somit eine Zeichnung dieser Form angefertigt zu haben. 

Für die Zeichnung des Ikositetraeders \hkk\ ist die Kon- 
struktion eine ganz ähnliche, nur dass die Punkte Kxind jL zusammen- 
fallen und die trigonalen Ecken nicht mehr mit den tetragonalen zu 
verbinden sind. 

Bei dem Triakisoktaeder {hhl\ fallen die Punkte JET und -ST 
jeder Halbaxe zusammen; man hat dann die Verbbdungslinien der 
Punkte -ff zu halbiren, um so die Punkte QR) zu erhalten, deren Ver- 
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bindangslinien mit den Punkten L die trigonalen Ecken bestimmen. 
Letztere Linien sind natürlich in diesem Falle keine Kanten. 

Um das Tetrakishexaeder {ää;0| zu zeichnen, hat man wie- 
der durch Verbindung der Punkte H xmA K sich die Achtecke zu 
zeichnen, in welchen diese Form die Axenebenen schneidet ; die Seiten 
dieser Achtecke sind jedoch keine Kanten. Legt man nun durch die 
Ecken (Ä) dieser Durchschnitte Parallele (JP) zu den entsprechenden 
Axen, so bestimmen die Kreuzungspunkte der Kanten die trigonalen 
Ecken, welche noch mit den tetragonalen Ecken (ST) zu verbinden sind. 

Die Zeichnung des Dodekaeders {110} unterscheidet sich von 
der vorhergehenden Form nur dadurch, dass die Punkte H und K 
zusammenfallen und also die Punkte R die Halbirungspunkte der Linien 
sind, welche die Punkte ^gegenseitig verbinden. Legt man durch die 
Punkte R wieder Parallele zu den Axen, so erhält man wieder durch 
die Durchschnittspunkte derselben die trigonalen Ecken , welche mit 
den Punkten jBT verbunden die Kanten dieser Form geben. 

Für das Oktaeder {111} fallen alle drei Punkte fl", X, L 
jeder Halbaxe zusammen, und die Verbindungslinien der Punkte H gibt 
uns die Kanten dieser Form. 

Die Zeichnung des Hexaeders {100} unterscheidet sich von der 
des Tetrakishexaeders dadurch, dass die Verbindungslinien der Punkte 
jy und jK" parallel den Axen werden, der Punkt -KTliegt ja in diesem 
Falle in der Unendlichkeit. Auch geben die durch die Punkte R zu den 
Axen gezogenen Parallelen säranitliche Kanten dieser Form. 

Das Hexakistetraeder «{ÄfcZ}, Fig. 234. Die Zeichnung die- 
ser Form gelingt leicht mit Hilfe der Zeichnung des entsprechenden 
Hexakisoktaeders {AH}. Beide Formen haben ja die rhombischen und 
vier trigonale Ecken gemein. Verlängert man nun die Kanten F der 
letzteren Ecken, so geben deren Durchschnittspunkte offenbar die übri- 
gen 4 trigonalen Ecken des Hexakistetraeders, wodurch diese Form 
gegeben ist. 

Ebenso erhält man das Trigondodekaeder «{Afcfc} aus dem 
Ikositetraeder [hhk\ durch Verlängerung der Kanten F von vier ab- 
wechselnden Oktanten. Von den zu den Axenebenen parallelen Kanten 
E dieser Gestalt ist jede die Richtung einer anderen rhombischen 
Hauptaxe. 

Das Triakistetraeder %{hM) erhält man auf ähnliche Art 
aus dem Triakisoktaeder { hht] / indem man die zur Konstruktion der 
letzteren Form dienenden Linien F abwechselnder Oktanten bis zq 
ihrem Durchschnitte verlängert, wodurch man die 4 trigonalen Ecken 
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erhält, welche mit den rhombischen and 4 trigonalen Ecken ides Ikosi- 
tetraeders das Triakistetraeder vollkommen bestimmen. 

Das Tetraeder {111} erhält man einfach dadurch, dass man 
darch den Endpunkt jeder Axe zu einer der zwei auf dieser Axe senk- 
rechten rhombischen Hauptaxen eine Parallele zieht, so dass schliess- 
lich von den 6 Kanten des Tetraeders jede einer anderen rhombischen 
Hauptaxe parallel ist. 

Das Dyakisdodekaeder n{hkl], Fig. 235, stimmt mit dem 
Hexakisoktaeder {hkl} in der Lage seiner trigonalen und tetragonalen 
Ecken überein, sowie auch die Kanten 2> der ersteren Form mit ab- 
wechselnden Kanten D des Hexakisoktaeders zusammenfallen. Die 
Lage der Kanten M findet man aber, indem man die Punkte J3 jeder 
Halbaxe mit den Punkten L der entsprechenden Axenrichtung ver- 
bindet. Die Durchschnittspunkte der Kanten D und M geben die mo- 
noklinischen Ecken, welche mit den trigonalen Ecken durch Linien N 
verbunden schliesslich die gesuchte Projektion geben. 

Für das Pentagondodekaeder n{hkO] hat man durch die 
Punkte iTdes Tetrakishexaeders {hkO\ Parallele zu den entsprechen- 
den Axenrichtungen zu legen und die Durchschnittspunkte dieser Kanten 
(P) mit den Linien HK zu suchen , mit welchen sie in einer Ebene 
liegen. Diese Durchschnittspunkte geben die monoklinischen Ecken 
dieser Form, und die Verbindungslinien der letzteren mit den trigonalen 
Ecken des Tetrakishexaeders die noch fehlenden Kanten N. 

In derHorizontalprojektion wird die ZAxe natürlich nur 
als ein Punkt O erscheinen, in welchem die JT- und YAxe aufeinander 
senkrecht stehen. Die projizirten Längen der letzteren sind gleich und 
überhaupt ebenso gross als die wirklieben Axenlängen. 

Als Beispiel wollen wir noch die Projektion des Hexakisoktaeders 
[hkl] zeichnen, im Falle letztere Form sich im Gleichgewichte befin- 
det. Man zeichne zwei zu einander senkrechte Linien XX\ YY\ 
Fig. 236, und trage von ihrem Durchschnittspunkte O aus auf jeder 
Hälfte mit der beliebigen Längeneinheit 0J5 die Stücke 

0^=-^^, 0K=^. 0L=''^ 
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Die wechselseitige Verbindung der Punkte H und K gibt dann 
den achtseitigen Schnitt des Hexakisoktaeders mit der JTFEbene. Ver- 
binden wir die 4 Ecken R dieses Achteckes untereinander, so werden 
diese vier Verbindungslinien die Axenrichtungen in ^ vier Paukte Ä' 
schneiden, welche mit dem Punkte R zusammen den ' rhombischen 
Ecken entsprechen. Verbindet man nun noch die Punkte R mit O, die 
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Punkte jB' aber mit den Punkten i, so erhält man durch die Durch- 
schnitte dieser Linien schliesslich die trigonalen Ecken , welche nur 
noch mit den Punkten H zu verbinden sind. 

Die Flg. 236 kann übrigens auch eine zur JT- oder FAxe senk- 
rechte Vertikalprojektion des Hexakisoktaeders vorstellen; diese 
Projektionen unterscheiden sich im tesseralen Systeme überhaupt nicht 
von den Horizontalprojektionen. 

S. 75. Tetragonales System. 

Schiefe Projektion der Axen. Da die Axenrichtungen 
dieses Systems aufeinander senkrecht stehen, so brauchen wir nur in 
der Projektion eines tesseralen Axensystems die Längen richtig zu be- 
stimmen, um sogleich eine richtige Projektion tetragonaler Axen zu 
erhalten. Verhalten sich die letzteren Axen in Wirklichkeit wie aiäic 
und sind 0, b, c die projizirten Längen der tesseralen Axen, die also in 
der Wirklichkeit alle gleich lang sind, so braucht man auf den proji- 
zirten Axenrichtungen der Reihe nach nur die Stücke 

OA = a .d, OB = a.b, OC = c . c 

aufzutragen, um auch die projizirten Längen der tetragorialen Axen 
zu finden, da ja die wahren Längen dieser Linien sich wie a : a : c ver- 
halten müssen. Wir haben also folgende Konstruktion auszufuhren. 

Konstruktion. Sind OJT, OF", OZ^ die Projektionen tesse- 
raler Axen, a, b, c aber ihre projizirten Längen, so mache man auf 
beiden Seiten dieser Richtungen entsprechend 

OA = OA' = a . a , OB = OB' = a . b, OC=OC'=c . c 

Die Linien AA\ BB\ CG* geben dann der Länge und Richtung 
nach die Projektion der positiven und negativen Halbaxen eines tetra- 
gonalen Axensystems, dessen Elemente a i a: c sind. 

Die ZAxe entspricht in diesem Falle der morphologischen 
Axe, die X- und YAxen aber den primären Seitenaxen. Halbirt 
man die Linien -4.-B und-ä'-B und verbindet die so erhaltenen Punkte mit 
dem Mittelpunkte O, so geben diese zwei Linien die sekundären 
Seitenaxen. 

Für den Fall des Gleichgewichtes werden ersichtlich für die Ver- 
bindungslinien zweier Ecken einer Form oder Kombination dieselben 
Sätze gelten, die wir schon beim tesseralen Systeme angegeben haben. 

Die Zeichnung der Dipyramide {äW}, Fig. 237, für den Fall, 
dass ihre Flächen im Gleichgewichte sind, geschieht offenbar dadurch, 
dass man auf jeder Hälfte der X- und FAxe die betreffende projizirte 
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,Axenlänge -=- und -y-mal aufträgt, wodurch man die Punktet und 

Ä" erhält; auf der Zhx^ jedoch die Punkte L dadurch bestimmt, dass 

man die projizirte Länge dieser Axe -^mal nimmt. Verbindet man 

nun wechselweise die Punkte jGTund K^ so geben dieselben ein Achteck, 
welches den Durchschnitt der Dipyramide mit der ^TFEbene vorstellt. 
Man hat dann nur noch die Ecken dieses Umrisses mit den zwei Punk- 
ten L zu verbinden, um sämmtliche Kanten der Dipyramide zu erhalten. 
Die Projektion des Trapezoeders x|AH|, Fig. 238, lässt sich 
mit Hilfe der Zeichnung der entsprechenden Dipyramide \hkl\ folgen- 
dermassen ausführen« Um z. B. das Eck zu bestimmen, das von den 
Flächen hkl^ UM und hhl gebildet wird, verlängere man die Basiskanten 
der zwei ersten Flächen bis zu ihrem gegenseitigen Durchschnittspunkte 
p\ die Verbindungslinie dieses Punktes mit dem Mittelpunkte O wird 
aber die Basiskante der letzten Fläche (JchT) in einem Punkte q schnei- 
den. Verbindet man nun p mit der oberen Spitze der Pyramide, q mit 
der unteren , so gibt der Durchschnittspunkt dieser zwei Linien das 
gesuchte Eck. Ebenso bestimmt man sich die anderen Ecken Ä, welche 
unter einander und mit den Spitzen der Pyramide verbunden die Zeich- 
nung des Trapezoeders geben. 

Das Protodisphenoid ;|r{AA;Z|, Fig. 239, ergibt sich ebenfalls 
leicht aus der Zeichnung der Dipyramide \hkl\» Die monoklinischen 
Ecken-dieser Form sind nämlich die Durchschnittspunkte je eineroberen 
und einer unteren Pol kante. Die Lage dieser Kanten ist aber leicht zu 
bestimmen. Die Hälfte fällt nämlich schon mit Kanten der Dipyramide 
zusammen und die übrigen ergeben sich leicht, wenn man in der Di- 
pyramide die Basiskanten der zwei Flächen, deren iPolkante gesucht 
wird, bis zu ihrem Durchschnittspunkte verlängert, und diesen Punkt 
C«3 mit der entsprechenden Spitze der Dipyramide verbindet. 

Dieselbe Methode lässt sich natürlich auch auf die Deutero- 
disphenoide anwenden. 

Die Tritopyramide n[hkl\^ findet man leicht aus der Projec- 
tion der Dipyramide, indem man die entsprechenden abwechselnden 
Basiskanten bis zu deren gegenseitigem Durchschnitte verlängert und 
die so erhaltenen Punkte mit beiden Spitzen der Dipyramide verbindet. 

Die Horizontalprojektion eines tetragonalen Axen Systems 
sind offenbar zwei zu einander senkrechte und gleich lange Linien; die 
zu der JT- und YAxe senkrechten Vertikalprojektionen eben- 
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falls zwei Linien, die auf einander senkrecht stehen , deren Längen 
aber sich wie a : c verhalten. 

%. 76. BhombischeB System. 

Schiefe Projektion der Axen. Da auch hier die Axen- 
richtungen auf einander senkrecht stehen, so können wir zu deren Pro- 
jektion unmittelbar eine Zeichnung tesseraler Axen verwenden, wenn 
wir nur deren Längen richtig bestimmen. Diess macht folgende Ope- 
rationen nöthig. 

Konstruktion. Man mache auf beiden Seiten der projizirten 
tesseralen Axen OJT^ OY^ OZ mit den projizirten Längen o, b, c der- 
selben der Reihe nach 

OÄ=OA' = a.a, OB = OB' = h,l, 0C=0O = c.c 

Die Linien ÄA'^ BB\ CC^ geben alsdann der Länge und Rich- 
tung nach die Zeichnung eines rhombischen Axensystems, dessen Län- 
gen sich in der Wirklichkeit wie a : b : c verhalten. 

Die drei Axenrichtungen entsprechen in diesem Falle rhombi- 
schen Hauptaxen. Einer von ihnen parallel wird die Verbindungslinie 
zweier Ecken einer im Gleichgewichte befindlichen rhombischen Form 
oder Kombination sein müssen, falls jene zwei Ecken i§oschematisch 
mit Bezug auf einen der Hauptschnitte, d. i. der Axenebenen sind. Die 
Verbindungslinie gerade entgegengesetzter Ecken wird in dem Falle des 
Gleichgewichtes natürlich auch in diesem Systeme durch den Axen- 
mittelpunkt O gehen müssen. Die Zeichnung der rhombischen Ft)rmen 
bietet keine weiteren Schwierigkeiten dar. 

Die Horizontal- und die zur JT- und YAxe senkrechten Vertical- 
projektionen bestehen ersichtlich aus zwei zu einander senkrechten 
Linien, deren Längen beziehungsweise a, b oder 6, c oder a, c sind. 

S. 77. Monoklinisches System. 

Schiefe Projektion des Axensystems, Fig. 240. Im 
monoklinischen Systeme steht nur die YAxe senkrecht zu den beiden 
anderen Axen; von letzteren*, welche also zwei ungleiche Winkel bil- 
den, nehmen wir an, dass ihre positiven Halbaxen den stumpfen dieser 
zwei Winkel einschliessen, so dass ij > 90^. Um nun ein solches Axen- 
system, dessen Längen sich wie die Zahlen a, b, c verhalten, mit Hilfe 
der Projektion eines tesseralen Axensystems zu zeichnen, können wir 
sogleich die 2)- und ^A.xe des letzteren zur Y- und ZAxe des mono- 
klinischen Axensystems machen. Tragen wir dann auf denselben 
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0J3 = ftb, 00=^ cc auf, unter b und c wieder die projizirten Längen 
der tesseralen Axen verstanden, so werden die Linien OB und OG 
ihrer Länge und Richtung nach die Projektionen der Y- und ZAxe 
sein. Ist auf der Jf Axe OÄ = a, und zieht man durch A eine Paral- 
lele mit OZf welche die -ZAxe im Punkte E schneidet, so ist OE = 
m.a und EA = n.f und die Lage des Punktes A gegeben, sobald 
man die Werthe von m und n kennt. Die letzteren Grössen bedeuten 
aber offenbar nur das Verhältnis der wahren Längen von OE und EA 
zu einer beliebigen Längeneinheit, wenn das Verhältnis der wahren 
Länge von OA zu dieser Einheit gleich a ist. Diese Verhältnisse nun 
können leicht durch geometrische Konstruktion ermittelt werden, wo- 
durch wir die folgende Auflösung der gestellten Aufgabe erhalten. 

Konstruktion. Sind a : b : c und iy ]> 90® die gegebenen Ele- 
mente des zu konstruirenden monoklinischen Axensystems, so mache 
man die Winkel, Fig. 241 

PO'Q = 71 PO'R = 90» 
und trage mit der beliebigen Länge O'iV auf der Linie O'Q die Länge 

O'J.' = a. O'iV 

auf; femer aber auch noch die projizirten Längen a und c des tesse- 
ralen Axensystems, so dass 

0'3l = a 0'g = c 

ist. Sind nun E* und F* die Durchschnittspunkte der Linien O'P und 
O'R mit der von A* aus auf sie gefällten Senkrechten, also 

O'E'A' = O'F'A' = 90« 

und bestimmt man sich auf diesen Linien auch noch die Punkte E'^ 
und JP", so dass 

ai?" II NE\ SF'' II NF 
wird, so ist offenbar 

0'^"=^^a 0'F^ = 9^c 

Macht man also auf den drei Axen des projizirten tesseralen 
Axensystems, Fig. 240 

OE = O'E'', OB=b.b, O'O = <j . c, OF = O'F' 

und zieht durch die Punkte E und F Parallele mit der Z- und -ZAxe, 
deren Durchschnittspunkt A ist, so geben die Linien 0-4, OB, OG 
der Grösse und Richtung nach die Projektion des gegebenen monokli- 
niscben Axensystems. 
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Anmerkung. Will man den Weg der Rechnung einschlagen, so 
hat man offenbar zur Bestimmung der Längen OE und OF die Gleichungen 

OE=a cos ifj — 90^) . o, 0F= a sin (rj — 90«) . c. 

Es ist leicht anzugeben, in welchen Punkten die tesseralen Axen, 
welche zur Zeichnung des Axensystems eines monoklinischen Kry- 
stalles dienten , von irgend einer Fläche des letzteren geschnitten 
werden. Sind, Fig. 240, Jff, Ä", L die Punkte, in welchen die Fläche F 
die monoklinischen Axen schneidet, welche Punkte ja immer mit Hilfe 
der Indices gefunden werden können, so sind die entsprechenden Punkte 
für die tesseralen Axen offenbar JT', K^ i, wo H" der Durchschnitts- 
punkt der Linie HL mit der JTAxe des tesseralen Axensystems ist. 
Mit Hilfe dieser Bemerkung ist es ersichtlich möglich, jedes Problem, 
welches bei der Zeichnung monoklinischer Krystalle vorkommen könnte, 
mit Hilfe der für rechtwinklige Axen gegebenen Lösung auszuführen; 
indem wir jede Fläche auf das tesserale Axensystem beziehen. 

So kcnnep wir auch, um den Punkt -E zu finden, in welchem die 
Fläche HKL von der aus O auf sie gefällten Normale getroffen wird, 
statt die allgemeine Konstruktion auszuführen , auch die im §. 70 fiir 
bloss rechtwinklige Axen gegebene Konstruktion benützen, indem wir 
untersuchen, in welchem Punkte die Fläche H'KL von ihrer Normale 
getroffen wird. Diess Problem kommt natürlich bei der Zeichnung 
der Zwillingskrystalle in Betracht. 

Die Horizontalprojektion eines monoklinischen Axen- 
systems wird offenbar aus zwei zu einander senkrechten Linien von 
den Längen h und 0E\ der Y- und Z'Axe entsprechend bestehen. 
In der zur YAxe senkrechten Vertikalprojektion haben wir da- 
gegen als JT- und ZAxe die Längen a und h unter dem Winkel ^ zu 
einander geneigt. 

§. 78. Triklinisches System. 
Schiefe Projektion des Axensystems, Fig. 242. Um 
ein triklinisches Axensystem mit Hilfe der Projektion eines tesseralen 
zu zeichnen , lassen wir die ZAxe des ersteren mit der ^Axq des 
letzteren, und die JCZEbene ebenso mit der X^Ehene der tesse- 
ralen Axen zusammenfallen. Die Projektion der auf die ZAxe bezüg- 
lichen Axenlänge erhält man dann unmittelbar, indem man OG = c.c 
macht; die Projektion der JTAxe zu finden wird man ersichtlich auf 
die nämliche Weise wie bei der Projektion des monoklinischen Axen- 
systems zu operiren haben. Es handelt sich nur mehr um die FAxe. 
Denken wir uns durch den Endpunkt B dieser Axe eine Linie parallel 
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der 3Axe gezogen, welche die IgEbene etwa in dem PihiJ^e/Ä-tdflft. ' *\* 
von JB aus aber eine Senkrechte auf die XAxe gefällt, welcii'e die.^Äfe*^;^^ 
in dem Punkte P kreuzt, so wird OP = p.a^ PIi = q,b^ BM == 
r.c sein und die Lage des Punktes B ist in der Projektion durch die 
Grössen j?, q^ r bestimmt. Diese Grössen kann man aber wieder leicht 
durch geometrische Konstruktion finden, sobald man nur den Winkel 
MOJi kennt; diesen Winkel findet man aber nach der schon im $. 72 
bei Gelegenheit der Horizontalprojektion benützten Methode. 

Konstruktion. Die Axenwinkel ^, 97, ^ des zu projizirenden 
triklinischen Axensystems seien sämmtlich grösser als 90^^. Man mache 
Fig. 248 

und auf den Linien O'F', 0*Yi\ 0*X* mit der beliebigen Längen- 
einheit X 

O'Ä' = O'B, = ft.X, 0*A' = a.X 
Man suche auf O'D die Punkte -E' und Ä', för welche 
O'Z II A'E' II B'R' 
und mittelst einer Parallelen und eines Kreises den Punkt -B", so däss 
B'B'' II O'jD, ^"^' = 5^4', 

auf der Linie O^D aber den Punkt JB", für welchen 

Ä"i2" II jB'ä' 

Mittelst zweier Kreisbögen findet man dann den Punkt i2'", 
wofür 

JB'"0' == Ä'O' Ä'"^' = JB"i?' 

ist. Der Winkel R"'0'E' gibt alsdann den gesuchten Winkel ROH. 
Wir bestimmen aber auf O'D noch den Punkt P', so dass 

R'^'P" II O'Z' 

Man trage nun auf dem einen S^chenkel eines beliebigen Winkels 
die Längen, Fig. 244, 

0'W=x, 0"Sl=a, 0"S=c, 
auf dem anderen aber die Linien 

O"^" = 0'E\ O'^F = A'E' 

auf und suche auf dem letzteren Schenkel die Punkte jE?i und J^i, 
so dass 

iVjB"||2lJSj iVT"||eFx 
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ist. Auf ähnliche Weise trage man auf den einen Schenkel eines an- 
deren Winkels, Fig. 2^5, die Längen 

0"W = X, 0"'2l' = a, O'"«' = 6, 0"'6' = c, 

auf den anderen aber 

0"'f7=0"'P', O'^'V^P'R'U O'^'W^B'R 

auf und bestimme auf dem letzteren Schenkel die Punkte U^^ Fi, Wi 
für welche 

N'U\\ 2l'Z7,. N*V\\ «'Fl, N'W\\ ß'JFi 
ist. Macht man nun in Fig. 242 

OE = O"^, ; EA\\0^; ^ EÄ== 0"F^ ; 

— 0P= 0'"f7i; PR !| O?); PÄ= 0'"Fi; 

BB\\0^; --BB=0'''W^; OC = c,c 

so geben schliesslich die Verbindungslinien der so bestimmten Punkte 

-ä, -B, mit dem Punkte O der Länge und Richtung nach die gesuchte 

Projektion des gegebenen triklinischen Axensystems. 

Anmerkung. Auf dem Wege der Reclinung findet man 

OE = a sin Tj.a^ AE = a cos rj.c 

0F= — 6 sin I cos 1/^.0, PR= b sin | sin'V'-^J^ B^ = ^ cos |.c 
wobei 'V' gleich dem Winkel Ä"' O'Ä' ist und sich aus folgenden Glei- 
chungen ergibt ; 

* '^ f sin 5 sin (« — f ) 

Diese Gleichungen lassen sich nämlich mittelst ebener Trigonometrie 
aus der angegebenen Konstruktion ableiten. 

Da der Winkel B' 0**R*" = 180« — W'O'E* offenbar der Normalen- 
winkel der Axenebenen XZ und YZ ist, so zeigt die vorhergehende 
Konstruktion auch, wie man auf geometrischem Wege mit Hilfe der drei 
Kantenwinkel dreier Flächen zur Kenntnis der Normalenwinkel derselben 
gelangt. Dieselben Operationen werden aber auch auszuführen sein, will 
man auf dem Wege der Konstruktion umgekehrt aus dem Normalen- 
winkel dreier Flächen die Kantenwinkel derselben bestimmen; wir habet 
ja nämlich schon im §. 5 gezeigt , dass jede Relation zwischen den Kan- 
ten- und Normalenwinkeln dreier Ebenen auch noch richtig bleibt, ivean 
man in dieselbe statt der Kanten- und Normalenwinkel die entspre- 
chenden Normalen- und Kantenwinkel hineinsetzt. 

Auch in diesem Systeme ist es wieder leicht, für eine Fläche, 
welche die triklinischen Axen in den Punkten -H, JT, h schneidet, an- 
zugeben, in welchen Punkten diese Fläche die tesseralen Axen trifft. 
Zieht man nämlich in Fig. 242 dii) Linien ÄL, jSX, OJB, so liegen 
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offenbar die zwei letzteren in einer Ebene, nnd geben daher einen 
wirklichen Durchschnittspunkt G. Schneidet die Linie HL die 3EAxe 
im Punkte J2*', die Linie H'O- aber die 3)Axe im Punkte K\ so sind 
offenbar H% K?^ L die Punkte, in welchen die Fläche HEIL das tesse- 
rale Axensystem, welches zur Projektion des triklinischen gedient hat, 
trifft. Wir können also auch statt triklinischer Axen der Zeichnung 
immer rechtwinklige zu Grunde legen. 

üeber das Verfahren, das man behufs Anfertigung einer Hör i«- 
zontalprojektion eines triklinischen Axensystems einzuschlagen 
bat, ist schon im %. 72 das Nöthige gesagt; dort ist ja der allgemeine 
Fall behandelt. 

$. 79. Hexagonales System. 

Schiefe Projektion der Axen, Fig. 246. Wir betrachten 
die Krystalle dieses Systems immer so, dass ihre morphologische Axe 
aufrecht ist; bei der Zeichnung eines hexagonalen Axensystems mit der 
Projektion tesseraler Axen werden wir daher die 3 Ajte der letzteren 
zur Normale der Fläche (111) machen müssen; lassen wir dann noch 
die ^TAxe des hexagonalen Systems in die ^^Ythene des zweiten Axen- 
systems fallen, so ist die Lage der beiderlei Axen vollkommen gegen 
einander bestimmt. Sind A^ B^ O die Endpunkte der projizirten hexa- 
gonalen Axen, so werden wir den Punkt T, in welchem die ^Axe die 
Fläche -4jBC, d. h. (111) trifft, leicht dadurch finden, dass wir die 
Seiten des gleichseitigen Dreieckes QABC} halbiren und diese Punkte 
mit den gegenüberliegenden Ecken verbinden. Verlängert man die 
Linie TC^ bis sie die Seite AB im Punkte S trifft , so muss ST = 
V2 TC sein. Es ist nämlich TC = AT = 2ST^ da in dem Dreiecke 
ATS in Wirklichkeit der Winkel TSA = 90«, STA = 60<> ist. Die 
Linie TC wird aber offenbar der ^Axe parallel sein müssen, da ja die 
Fläche ABC senkrecht zu 03 und daher auch parallel zur Ebene Ig 
sein muss, andererseits aber unserer Annahme zufolge OZ in der Ebene 
?)3 lißßßö Soll- Die Seite AB wird ferner ersichtlich parallel der 3EAxe 
sein, da sie senkrecht zu SC ist. Ziehen wir durch T eine Parallele zu 
ABj so wird dieselbe die Seiten AC und -BO in zwei Punkten M und 
N schneiden, für welche offenbar MT = NT ist. Nach diesem ist es 
klar, dass uns die Lage der hexagonalen Axen gegeben sein wird, 
sobald wir nur die projizirten Längen von OT, TM und TC kennen. 
Wir haben also zuerst die absoluten Längen dieser Linien zu suchen 
und dieselben mit der Längeneinheit abzumessen. Mit den so erhaltenen 
Zahlen m, w, p haben wir dann noch beziehungsweise die projizirten 

T. Lang, Krystalloffraphie. |g 
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Längen c, a, b des tesseralen Axensystems zu mnltipliziren, um die 
Längen der gesachten Linien zn erhalten. Ist die Längeneinheit will- 
kürlich, so können wir m = 1 setzen , alsdann werden die projizirten 

JfT TC 

Längen der Linien OT, TM^ TC beziehungsweise c, ^^ q, -Typ 6, 

und können durch folgende Konstruktion gefunden werden. 

Konstruktion. Der Axenwinkel der hexagonalen Axen sei |, 
dieselben sollen mit Hilfe der Projektion tesseraler Axen gezeiclinet 
werden, deren projizirte Richtungen Ol, O^), O3, deren projizirte 
Längen aber a, b, c sind. 

Man mache mit einer beliebigen Länge A'0\ Fig. 247 

B*C'=^ C'A'=A'B* 

durch den Punkt T\ welcher der Durchschnittspunkt der drei Höhen 
des Dreieckes A^B*0 ist, ziehe man 

TO" II A'B' 
welche die Linie AC im Punkte J£' trifft und für deren Punkt 0" 

CO" = O'A' 

ist. Man zeichne sich nun einen beliebigen Winkel, Fig. 248, und trage 
auf dem einen Schenkel desselben die Längen 

2^'0'" = T0'\ r"C" = I^C, 2^'Jf" = TM' 

auf, auf dem anderen aber die Linien 

Auf dem letzteren Schenkel bestimme man dann die Punkte 
Jf'", 0'", für welche 

0'"2l II Jf'Jf"' 0'"« II O^'C". 

Schliesslich hat man in der Projektion der tesseralen Axen, Fig. 
246, folgende Operationen auszuführen : 

Or= c, MTN\\ Ol, MT= TN= VW 

8TC II 09), TC = yC", TS = %rc 
BSA II 0% 

Sind alsdann A, B^ C die Dnrchschnittspunkte der Linien CJf, 
CN^ BSA , so geben uns die Verbindungslinien dieser Punkte mit 
der Richtung und Länge nach eine schiefe Projektion des gegebenen 
hexagonalen Axensystems. Die Linien AO, BO^ CO sind natürlich 
noch über den Punkt O hinaus eben so weit zu verlängern, um auch die 
negativen Halbaxen zu erhalten. 
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AnmerkuDg^. Ist £ der Axenwinkel, fp der Normalenwinkel zweier 
Axenebenen, so hat man znr Berechnung der projizirten L&ngen der zur 
Querprojektion des hexagonalen Axensystems nöthigen Linien die Formeln 

TJii « --p=r . a=Vi «(»PProx.), TC ^ h, rO=»cotd.f, ST=y^TC 

. ^ sin 1/2 ^, 1 

"^*=-Sir6Ö^' ^««^'= «cos 9/, 

^ ist hiebei der wahre Werth des Winkels TOC und kann mit Hilfe der 
letzten zwei Formeln entweder aus £ oder g> berechnet werden. 

Nach dem Gesagten ist es klar, dass, wenn, Fig. 246, AO^ BO^ 
CO der Länge and Richtung nach die Projektion eines hexagonalen 
Axensystems sind^ man die Richtung der morphologischen Axe 
dadurch findet, dass man die Halbirungs punkte der Seiten BC, CÄ^ 
AB beziehungsweise mit den Punkten A, J5, C verbindet. Der gemein- 
same Durchschnittspnnkt T dieser Linien gibt dann mit verbunden 
die gesuchte Richtung. Die Linien AT^ BT^ CT geben uns aber die 
Richtungen der primären Seitenaxen, denn man überzeugt sich 
leicht, dass die durch diese Linien und OT gelegten Ebenen die pri- 
mären Hauptschnitte sein müssen; die Durchschnitte der letzteren mit 
der Ebene ABC^ welche parallel dem basischen Hanptschnitte ist, 
müssen daher die Richtungen der primären Seitenaxen sein. Die 
Linien BG^ CA^ AB aber stehen wechselweise senkrecht auf den 
Linien TA^ TB, TC^ erstere müssen daher dieselbe Richtung wie die 
sekundären Seitenaxen haben. 

Lässt man die Seitenaxen durch den Punkt O gehen, Fig. 249, 
und bestimmt sich auf den beiden Hälft«n der primären Seitenaxen 
mit Hilfe paralleler Linien solche sechs Punkte P, r. . . . , dass die 
Seiten des Sechseckes Pr^ Qq , Rp parallel den primären Seiten- 
axen sind, so wird diess Sechseck offenbar die Projektion eines regu- 
lären sein, und die Punkte P, r. . . . werden in Wirklichkeit gleich 
weit von O abstehen. Dieses Sechseck ist also nichts anderes als der 
Querschnitt des Deuteroprisma jlOl), seine Seiten werden offenbar 
halbirt von den sekundären Seitenaxen, auf denen sie senkrecht ste- 
hen. Verbindet man nur abwechselnde solcher 6 Punkte, etwa P, Q, 12, 
so erhält man die Projektion eines gleichseitigen Dreieckes, dessen 
Seiten aber parallel den sekundären Seitenaxen sind. Es ist wohl un- 
mittelbar einleuchtend, wie man diese Verhältnisse benützen kann, um 
die Projektion von Punkten zu finden, die in Wirklichkeit auf den pri- 
mären Seitenaxen gleichweit vom Mittelpunkte abstehen. 

48* 
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Für die sekundären Seitenaxen gelten natürlich ganz ähnliche 
Verhältnisse. 

Der allgemeine Weg, die Durchschnittslinien zweier Flächen zu 
finden, ist natürlich in diesem Systeme der im %. 73 angegebene. Es 
ist aber hier meist von Vortheil, eine andere Methode anzuwenden, 
indem man sich nicht die Durchschnittslinien der zwei Flächen mit den 
Axenebe^nen zeichnet, sondern mit zweien der Hauptschnitte; in jedem 
dieser Hauptschnitte erhalten wir dann wieder einen Punkt, der beiden 
Flächen angehört, und die Verbindung zweier solcher Punkte gibt uns 
natürlich ebenfalls die gesuchte Durchschnittslinie. Diese Methode 
setzt die Losung der folgenden Aufgabe voraus. 

Den Punkt und die Linie in der Projektion anzu- 
geben, in welchen die morphologische Axe und der basi* 
sehe Hauptschnitt von der Fläche (AfcZ) getroffen werden. 
Man mache auf den Axenrichtungen, Fig. 250, 

OJJ= 4- OA, 0K=-^ OB, Oi = 4- OG, 

h k l 

verbinde die Halbirungspunkte «, /, g der Linien -BO, C-ä, AB mit 0. 
Sind dann «',/, ^' die Durchschnittspunkte der Linien eO^fO^ gO mit 
den Linien JCL, iff, J3X, so verbinde man dieselben beziehungsweise 
mit den Punkten H,K,L; der gemeinschaftliche Durchschnittspunkt !P 
ist dann der Punkt, in welchem die Fläche (hkl) die morphologische 
Axe trifft. Sind ferner P, Q, R die Durchschnittspunkte der Linien 
e'H^f'K^ g^L mit den primären Seitenaxen, so müssen diese Punkte 
in einer Geraden liegen, welche die Durchschnittlinie der Fläche (hkl) 
mit dem basischen Hauptschnitte ist. 

Ist einer der Punkte JT, K^ L z.B. L in unendlicher Entfernung, 
so werden die Linien JBP und KQ parallel der Linie OT, wodurch 
die ganze Konstruktion sich natürlich sehr vereinfacht. Sind zwei Punkte, 
etwa K und L, in unendlicher Entfernung, das Symbol der Fläche also 
(100), so muss offenbar PH:\\eO, PQ\\BG sein; T' bestimmt sich 
alsdann als Durchschnitt der Linien PH und TO. 

Die Richtigkeit dieser Konstraktion ist leicht einzusehen, da die 
Linien e'H^'fK, g'L ja offenber in den primären Hauptschnitten liegen 
müssen. 

Die Durchschnittslinie zweier Flächen zu zeich- 
nen, falls die Punkte T, T' und die Linien i, i' bekannt 
sind, in welchen dieselben die morphologische Axe und 
den basischen Hauptschnitt schneiden. Man verlängere, 
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Fig. 251, die Linien L und U bis za ihrem Durchschnittspankte Jf, so 
ist der letztere offenbar ein Punkt der Durchschnittslinie der zwei Flä- 
chen. Sind ferner O und G' die Durchschnittspunkte dieser Linien mit 
einer beliebigen primären oder sekundären Seitenaxe, so ist der Durch- 
schnittspunkt iVder zwei Linien öTund O^T* ein zweiter Punkt der 
gesuchten Darchschnittslinie, letztere daher vollkommen bestimmt. 

Man sieht, dass man sich auf diese Weise für jede Seitenaxe 
einen Punkt der Durchschnittslinie zeichnen kann. Die Konstruktion 
bleibt ganz ähnlich, wenn auch einer oder beide der Punkte T, T* auf 
der unteren Hälfte der morphologist^hen Axe liegen^ Fällt T und T 
zusammen, so hat man ersichtlich nur die Linie MT als Durch- 
schnittslinie. 

Es hat jetzt keine Schwierigkeit, die Dipyramide [hhl\ für den 
Fall des Gleichgewichtes ihrer Flächen zu zeichnen. Man suche näm- 
lich zuerst, Fig. 252, den Punkt T und die Linie L^ in welchem die 
Fläche {hht) die morphologische Axe und den basischen Hauptschnitt 
schneidet. Man suche dann deu Durchschnittspunkt P jener Linie mit 
der dem Hauptschnitte ATO entsprechenden, primären Seitenaxe und 
ebenso^ den Durchschnittspunkt Q mit der zum Hauptschnitte BOT 
senkrechten sekundären Seitenaxe. Bestimmt man ferner mit Hilfe 
paralleler Linien auf den beiden Seiten der primären Seitenaxen die 
dem Punkte P entsprechenden Punkte, ebenso auf den sekundären 
Seitenaxen die Punkte, welche in Wirklichkeit gleichweit mit Q von 
O abstehen, so geben die Verbindungslinien dieser 12 Punkte die Basis 
der zu zeichnenden Dipyramide, deren übrige Kanten wir dadurch 
erhalten, dass man jene Punkte auch noch mit den Punkten Tund T' 
verbindet, yto OT = OT. 

Für die Protopyramide wird L natürlich parallel einer se- 
kundären Seitenaxe, und wir brauchen die Punkte P nicht weiter zu 
berücksichtigen. Aehnlich wird die Linie i für die Deuteropyramide 
parallel einer primären Nebenaxe und die Punkte Q stellen keine Ecken 
mehr vor. Für die entsprechenden Prismen sind natürlich die Linien 
OT und OT^ unendlich lang, es werden also die durch die Ecken der 
Basis gehenden Polkanteu sämmtlich parallel OT. 

Für die Projektion der Dipyramide haben wii" vorausgesetzt, dass 
die Normale der Fläche (jfikl) zwischen die Ebenen POT und QOT 
fällt, was ja im Einklänge mit den für die Bezeichnung hexagonaler 
Formen aufgestellten Prinzipien ist. Mit Hilfe dieser drei Pyramiden 
lassen sich aber leicht alle anderen hemiedrischen und hemisymmetri- 
schen Formen dieses Systems zeichnen. Die letzteren bestehen ja immer 
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nur aus gewissen Flächen einer dieser Pyramiden; wir können aber 
leicht für je zwei Flächen einer Pyramide die Durchschnittslinien kon- 
struiren^ da uns ja durch die Zeichnung der Pyramide der Punkt und 
die Linie gegeben sind, in welchen jede ihrer Flächen die morpholo- 
gische Axe und den basischen Hauptschnitt schneidet. Wir wollen hier 
nur noch die Zeichnung des Skalenoeders etwas näher ins Auge fassen. 

Um das Skalenoeder [hkl]^ Fig. 253, zu zeichnen, bedürfen 
wir gar nicht der sekundären Seitenaxen, sondern nachdem wir den 
Punkt T und die Linie L der Fläche hkl ermittelt haben , bestimmen 
wir uns die Durchschnittspunkte P^p dieser Linie mit den den Haupt- 
schnitten AOT und COT entsprechenden primären Seitenaxen und 
bestimmen uns auf jeder Halbaxe die korrespondirenden Punkte Pund 
p. Indem wir nun die Punkte P und p abwechselnd mit T und T" ver- 
binden, so zwar, dass der der Linie L angehörige Punkt mit der oberen 
Spitze T verbunden ist, so erhalten wir durch diese Linien in den pri- 
mären Hauptschnitten Kreuzungspunkte n, welche den monoklinischen 
Ecken des Skalenoeders entsprechen, und die mit T und ly sämmtliche 
Kanten dieser Form bestimmen. 

Verbinden wir die Punkte P, p mit T, 2^ in umgekehrter Weise, 
so erhalten wir das inverse Skalenoeder zu dem früheren. Haben wir 
überhaupt nach der angegebenen Methode ein inverses Skalenoeder 
(6/(7) zu zeichnen, so wird der Unterschied nur darin bestehen, dass 
die Linie L auf der entgegengesetzten Seite von O liegt. 

Dasselbe Verfahren hat man auch bei der Zeichnung des Rhom- 
boeders anzuwenden, nur ist alsdann L parallel einer sekundären 
Seitenaxe und die Verbindungslinien ^iT stellen keine Kanten, son- 
dern nur die geneigten Diagonalen der Rhomboederflächen vor. 

Es versteht sich, dass im Falle des Gleichgewichtes auch für he- 
xagonale Formen und Kombinationen die Verbindungslinie zweier 
Ecken, die isoschematisch sind mit Bezug auf einen der Hauptschnitte, 
parallel zu der auf diesem Hauptschnitte senkrechten Hauptaxe sein 
muss. Ebenso wird alsdann die Verbindungslinie gerade entgegen- 
gesetzter Ecken durch den Mittelpunkt gehen müssen. Beide Bemer- 
kungen dienen dazu, die Genauigkeit ausgeführter Zeichnungen zu kon- 
trolliren. 

Die Horizontalprojektion eines hexagonalen Axensystems, 
d.i. die Projektion desselben auf die Fläche (111) wird offenbar aus 
drei gleichlangen Linien bestehen, die von einem Punkte auslaufen und 
Winkel von 120<' untereinander bilden. Die der ZAxe entsprechende 
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Linie zeichnen wir hiebei im Einklänge mit dem Vorhergehenden von 
oben nach nnten. 

Die Vertikalprojektion fShrt man am zweckmässigsten auf 
der Fläche (112) aus, welche ja parallel der morphologischen Axe ist. 
Ohne den allgemeinen Weg des §. 72 hiebei za betreten^ gelangt man 
durch folgende Konstruktion zum Ziele, wenn man bedenkt, dass die 
Fläche (113) nichts anderes als die Ebene MNO in Fig. 246 ist. Man 
mache also, Fig. 254, mit einer beliebigen Länge AO' 

AO'B = { ^O' = BO' AC =C'B^AB 

bestimme den Punkt T, in welchem sich die drei Höhen des gleichsei- 
tigen Dreieckes ABG^ schneiden und konstruire den Punkt O", für 
welchen 

CTO'' == 90» CO" = AO' 

Ist dann C der Darchschnittspunkt der Linien AB und C'0\ und 
O der Punkt der letzteren Linie, für welchen 

CO = TO'' 

so geben -äO, J50, CO der Grösse und Richtung nach die gesuchte 
Ver tikalproj ek tion. 

Anhang. Da man häufig bei der Beschreibung hexagonaler Ery- 
stalle nicht den Axenwinkel §, sondern nur den Normalenwinkel (p der 
Axenebenen, d. i. der Flächen (100), (010), (001) angegeben findet, 
so wollen wir noch zeigen, wie man auch in diesem Falle eine richtige 
Zeichnung der Axen entwerfen könne, ohne zur Rechnung seine Zu- 
flucht nehmen zu müssen. Es genügt hiebei^ zu zeigen, wie man auf 
dem Wege der Konstruktion in diesem Falle aus dem Normalenwinkel 
der Axenebenen den Winkel ihrer Kanten finden könne. Beginnen wir 
mit dem umgekehrten Probleme. Sind in Fig. 255 OA, OB, OC die 
Projektion eines hexagonalen Axensystems, und errichten wir im Punkte 
A zwei Senkrechte, welche beziehungsweise in den Axenebenen JCY 
und JTZ liegend die beiden anderen Axen in den Punkten F und G 
schneiden, so ist FAQ offenbar der Neigungswinkel der JTY- und 
YZEbene und also gleich 180" — (p. Die wirkliche Gestalt des Drei- 
eckes FAQ lässt sich aber leicht auf folgende Weise ermitteln. Man 
mache, Fig. 256, mit einer beliebigen Länge AO 

BOA = I, J.0 = BO, FAO = 90», 0<?' = OF 

wo F ein Punkt der Linie 0J5, O' aber ein Punkt der Linie AO ist. 
Man bestimme nun den Punkt (?, für welchen 

QF^G'F OA^FA 
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und verlängere die Linie FA über A etwa bis F\ so ist F^AQr gleich 
dem Normalenwinkel 9 zweier Axenebenen. 

Diese Relation zwischen einem Kanten- und Normalenwinkel 
mass aber dem.g. 5 zufolge auch noch richtig bleiben, wenn wir diese 
Winkel vertauschen. Hiedurch erhalten wir schliesslich zur Ermittlung 
des Werthes von £ mit Hilfe des Normalenwinkels 9 zweier Axenebenen 
die folgende Konstruktion : 

Man mache, Fig. 256, mit einer beliebigen Länge AO 

AOB =:g>, A0 = BO, FAO == QO», OG' = OF 

wo JP ein Punkt der Linie BO und (?' ein Punkt der Linie AO ist, 
suche ferner den Punkt <?, für welchen 

FG = FG\ GA = FA 

und verlängere FA über A etwa bis F\ Alsdann ist 

GAF' = £. 

$. 80. Projektion von Kombinationen und die mechanische AuftfUumng 
von Krystallzeichnungen überhaupt. 

1. Hat man eine Kombination dern Flächen P zu zeichnen, so 
i^t natürlich das erste, dass man sich nach den vorhergegangenen Re- 
geln eine richtige Projektion des Axensystems des betreffenden Kry- 
stalles anfertigt. Hat man dann eine Skizze der Kombination, die, was 
die Anordnung der Kanten betrifft, ziemlich genau ist, so kann man 
beliebig mit einer der längeren Kanten der Kombination zu zeichnen 
beginnen und daran successive nach der Skizze die übrigen Kanten an- 
setzen, deren Richtungen ja mit Hilfe des $. 73 leicht gefunden werden 
können. 

Allein wenn man die Skizze einer Kombination auszufuhren ver- 
sucht, so findet man meist, dass mit Bezug auf die kleineren Flächen 
einige der skizzirten Kanten gar nicht auftreten können, dass dafär 
aber andere Flächen zum Durchschnitte kommen. Das sicherste Ver- 
fahren ist daher das , zuerst bloss eine Kombination der vorherr- 
schenden der Flächen Pzu konstruiren, dann zu dieser Fläche eine wei- 
tere Fläche P hinzuzufügen, ist diess geschehen, die nächste Fläche P 
einzutragen u. s. f. Freilich muss man hiebei viele Kanten zeichnen, 
die beim Eintragen der folgenden Flächen oft wieder verschwinden, so 
dass die zur Zeichnung solcher Kanten verwendete Mühe eigentlich 
eine verlorene ist. Nach dieser Methode würde man z. B. beim Zeichnen 
der Fig. 219, wenn man keine genaue Skizze derselben besitzt, zuerst 
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eine KambinatioD der Flächen m, ;, o mit ihren Parallelen konstrairen, 
dann successive die Kombinationen oqrm^ oqrml, oqrmln^ oqrmnlp^ 
oqmUnpa^ und schliesslich die vollständige Kombination oqmUnpaa 
zeichnen. Etwas anderes ist es jedoch, wenn etwa die Aufgabe gestellt 
wäre, die gegebene Fig. 219 in einer anderen Projektion auszufahren. 
Da wird man, etwa von dem Durchschnittspunkte der Flächen m, l^ g 
anfangend, nur die wirklich vorkommenden Kanten mZ,Z^. . .konstruiren. 
Die Konstruktionen, welche nöthig sind, um die Richtungen ein- 
zelner Kanten zu finden, kann man bei einiger Uebung gleich über dem 
Axensysteme ausführen, welches der ganzen Kombination zu Grunde 
liegt. Sonst kann man sich auf dem zum Zeichnen dienenden Papiere 
das Axensystem mehrmals in paralleler Stellung auftragen und diese 
einzelnen Axensysteme zur Konstruktion der Kanten verwenden. Ja 
man kann diess auch auf ganz getrennten Blättern vornehmen, nur 
mass man bei parallelem Uebertragen der Kanten diese Blätter auch 
wirklich so zur Hauptzeichnung legen, dass die Axensysteme parallel 
werden. Da die Kanten tautozonaler Flächen alle einander parallel 
sind, so genügt es, die Richtung einer einzigen dieser Kanten zu kon- 
struiren. 

2. Kommt in einem Rrystalle mit jeder Fläche auch eine Paral- 
lele vor, die gleichweit vom Mittelpunkte absteht, so wird ein solcher 
Kry stall durch jede durch den Mittelpunkt gelegte Ebene in zwei en^ 
antiomorphe Hälften getheilt. Eine Folge hievon ist, dass , wenn man 
die Zeichnung eines solchen Krystalles auf daraufgelegtes Pauspapier 
durchzeichnet, dann letzteres um den Mittelpunkt um 180^ herumdreht, 
die Pause wiederum die Zeichnung Linie fär Linie decken muss, nur 
werden jetzt die vorderen Linien der Pause mit den hinteren Linien der 
Zeichnung zusammenfallen und umgekehrt. 

Man kann diesen Umstand ersichtlich erstens zur Kontrolle der 
Richtigkeit solcher Zeichnungen benützen , zweitens aber auch dazu, 
um sich die Mühe der Konstruktion der halben Figur zu ersparen, indem 
man die andere Hälfte aus der um 180<' gedrehten Pause etwa mittelst 
feiner Nadelstiche entnimmt. Es ist hiebei nach dem Früheren ganz 
gleichgiltig, wie man die Figur halbirt. So wurde in Fig. 160 nur die 
obere Hälfte wirklich gezeichnet. 

3. Hat man eine Kombination der Formen /?, q^r, . , für den 
Fall des Gleichgewichtes zu zeichnen, so hat man im Allgemeinen 
wieder die früher beschriebene Methode einzuschlagen. In diesem Falle 
müss.en, wenn sich eine Fläche der Form jp mit einer Fläche der Formj^ 
wirklich schneidet, in der Kombination auch alle Kanten vorkommen, 
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die bei der Kombination der zwei Formen pj q im Falle des Gleicli- 
gewichtes gebildet werden. Man wird daher als Hilfskonstruktion gleich 
die ganze Kombination pq zeichnen. Findet man hiebei, dass den gege- 
benen Indices zufolge die Form p ganz innerhalb der Form q liegt, so 
hat man die Form p zu vergrössern entweder durch parallele Linien 
oder, indem man die Parameter dieser Form mit einer entsprechenden 
Zahl multiplizirt. Denselben Zweck erreicht man natürlich durch Ver- 
kleinerung der Form q. 

Aehnliches gilt mit Bezug auf die Flächen einer und derselben 
Form ; kommen zwei solche Flächen in der allgemeinen Kombination 
zum Durchschnitte, so wird man gleich die ganze Form als Hilfskon- 
struktion ausführen. 

Auch in dem jetzt betrachteten Falle verfährt man wieder so, 
dass man die vorherrschenden Formen zuerst zeichnet und dann die 
übrigen Formen nach und nach einträgt. Hätte man z. B. die tetra- 
gonale Kombination, Fig. 194, zu konstruiren, so zeichne man zaerst 
die Form j321}r und trage dann successive die Formen {llOl»i, 
{320)«, {lOljy, jlHjo ein. Man braucht hiezu nur für die Kanten 
rq und qq' Hilfskonstruktionen. Die Kanten mr sind ja parallel den 
Kanten rq und die Kanten mm' und ms parallel der ZAxe, die Kanten 
oq aber sind parallel den Durchschnitten der Flächen q mit den Axen- 
ebenen JTZ und YZ, dagegen die Kanten rs parallel den Durch- 
schnitten der Flächen r oder 8 mit der Axenebene JTY; für die letz- 
teren zwei Arten von Kanten ist daher kaum eine eigene Konstruktion 
nöthig, sobald man nur die Parameter der betreflfenden Flächen auf 
das Axensystem aufgetragen hat. 

4. Besitzt man keine genaue Skizze des zu zeichnenden Kry- 
stalles, so hat man immer mit der Schwierigkeit zu kämpfen , die ein- 
zelnen Flächen in der Zeichnung von der gewünschten relativen Aus- 
dehnung zu erhalten. Es ist dann meist nöthig, die Figur zweimal zu 
zeichnen, da erst, wenn man die richtige Lage der Kanten kennt, den 
einzelnen Flächen die richtige Ausdehnung ertheilt werden kann. Es 
ist eine gute Uebung, ein und dieselbe Kombination, z. B. Fig. 206, 
bei verschiedener Flächenausdehnung zu zeichnen. Am leichtesten ist 
es noch, den Prismen oder Domen von vornherein die gewünschte Flä- 
chenausdehnung zu geben, daher man die Projektion eines Krystalles 
auch meist mit der Zeiohnung seiner vorherrschenden Prismen oder 
Domen beginnt. Man zeichnet nämlich in diesem Falle, wenn die Do- 
men etwa parallel der ^Axe sind, zuerst den Querschnitt derselben 
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mit der TZCbene, obwohl diese Linien keine Kanten sind und schliess- 
lich wieder weggeldscht werden müssen. 

5. Die im Vorhergehenden vorzuglich mit Rücksicht auf schiefe 
Projektionen gegebenen Regeln gelten auch noch für die Vertikal- und 
Horizontalprojektionen. Wegen der grösseren Einfachheit der letzteren 
ist es jedoch bei denselben kaum nöthig, die Hilfskonstruktionen über 
besonderen Axensystemen auszuführen, sondern man macht bei einiger 
Uebong leicht alle diese Konstruktionen über ein nnd demselben Axen- 
Systeme. 

Bei diesen Projektionen ist es aber leicht, den Flächen die ge- 
wünschte relative Ausdehnung in der Zeichnung zu geben, ein Umstand, 
der dazu dienen kann, auch bei der schiefen Projektion die Flächen- 
äusdehnung zu regeln. Hat man nämlich eine schiefe Projektion 8 und 
eine Horizontalprojektion H desselben Krystalles mit derselben Län- 
geneinheit verfertigt, und bringt nun -ff so unter S, dass ihre Mittel- 
punkte in einer vertikalen Linie Hegen, die JTAxe .von ff aber gegen 
eine horizontale Linie um den Drehungswinkel i der schiefen Projektion 
gedreht ist, so muss auch die Verbindungslinie je zwei entsprechender 
Ecken von ff und 8 vertikal sein. Es geht diess aus dem im $. 71 über 
die Projektion eines tesseralen Axensystems Gesagten hervor. Kon- 
struirt man sich also zuerst eine Horizontalprojektion des gegebenen 
Krystalles in einer Stellung, wo die JTAxe um den Winkel i gedreht 
ist, zeichnet dann vertikal darüber den Krystall in schiefer Projek- 
tion, so muss jedes Eck der letzteren in der vertikalen Linie liegen, 
die durch das entsprechende Eck der horizontalen Projektion hin- 
durchgeht. 

6. Die mechanische Ausführung einer Krystallzeichnung geschieht 
auf gutem Zeichenpapier, von dem man etwa ein Quartblatt auf einem 
Beissbrett befestigt. Zur Befestigung genügt etwas Wachs, das man 
unter die vier Ecken des Blattes bringt. Das Reissbrett soll nicht zu 
gross sein, damit man es bequem nach allen Seiten drehen kann. Ist 
das Papier aber für die Hilfskonstruktionen zu klein, so nimmt man 
letztere auf separaten Blättern vor, die man bei der Uebertragung der 
Linien ebenfalls mit Wachs auf dem Reissbrette in paralleler Stellung 
neben der Hauptzeichnung befestigt. 

Zum Ziehen der Linien, besonders der parallelen, bedient man 
sich mit Vortheil zweier gleich grossen, stählernen Dreiecke. Dieselben 
sind rechtwinklig und haben in der Mitte einen Knopf, um sie bequem 
anfassen zu können; die Längen ihrer Katheten sind ungefähr 8'5 und 
16*5 Millimeter. Für jedes Dreieck ist es am besten, wenn der Knopf 
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sich anf derjenigen Seite des Dreieckes befindet, welche nach Osten 
gewendet ist, im Falle die längere Kathete vertikal steht und die kür- 
zere nach Süden zeigt. Sind die Dreiecke nicht za dick, so ist es am 
besten, wenn die oberen Kanten derselben nicht facettirt sind. 

Alle zur Konstruktion einer Zeichnung dienenden Linien werden 
mittelst eines harten Bleistiftes auf das Papier schwach tracirt, für 
sehr genaue Konstruktionen kann man sich auch bloss einer Stahlspitze 
bedienen. Der Bleistift wird bei horizontalen Linien etwas von dem 
Zeichner weggeneigt gehalten, damit die Spitze desselben möglichst 
nahe der unteren Kante des als Lineal dienenden Dreieckes hinfährt. 
Aehnlich wird der Bleistift bei anderen Linien gehalten. Man ertheilt 
dem Bleistifte eine feine Spitze durch Abreiben desselben auf Papier 
oder auf anderen, etwas rauheren Körpern. 

Sind alle Konstruktionen ausgeführt , so zieht man die eigent- 
lichen Kanten des Krystalles mit dem harten Bleistifte stärker aus und 
fährt dann über daß Ganze wiederholt mit Gummi elasticüm hinweg, 
wodurch alle Hilfslinien entfernt werden. Man kann nun allenfalls die 
Kanten der Figur nochmals mit einem etwas weicheren Bleistifte oder 
mit Tusch nachfahren. Hiebei werden wie auch bei der ganzen Kon- 
struktion nur die vorderen Kanten des Krystalles vollständig ausge- 
zogen, die hinteren Kanten werden gewöhnlich punktirt oder nur mit 
kleinen Strichen ausgezogen. Das letztere ist wenigstens für die Hilfs- 
konstruktionen wegen Zeitersparnis anzuempfehlen. 

Will man die angefertigte Krystallzeichnung auf ein anderes Blatt 
übertragen, wie diess z. B. die Zusammenstellung einer Tafel nöthig 
macht, so kann man die Ecken der ursprünglichen Figur durch Stiche 
mit einer feinen Nadel auf das andere Blatt übertragen. Allein dieses 
Verfahren ist wegen der Dicke des Zeichenpapiers nicht sehr genau. 
Besser ist es, die ganze Figur auf Pauspapier, welches man mit einigen 
Tropfen Gummi an den Ecken auf die Projektion heftet, durchzozeich- 
nen und erst von da die Ecken durchzustechen. Die Uebertragung vom 
Pauspapier kann auch so geschehen, dass man unter dasselbe ein ab- 
färbendes dünnes Papier bringt und dann die Zeichnung mit einem 
harten Bleistifte oder mit sonst einer Spitze nachfährt. 

Die Uebertragung mittelst Pauspapier ist besonders dann anzu- 
empfehlen, wenn man gleichzeitig die Zeichnung der halben Figur er- 
sparen will (siehe oben). 

7. Diese üebertragungsmethode schlägt man auch ein, wenn 
eine Krystallzeichnung auf lithographischen Stein übertragen wird. 
Nur muss man dann vorher die Pause umkehren, da ja behufs des rieh- 
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tigen Abdruckes die Zeichnung sich auf dem Steine in verkehrter Stel- 
lung befinden muss. Man schwärzt gewöhnlich den Stein und legt unter 
die Pause ein roth abfärbendes Papier, oder man reibt gleich die untere 
Seite der Pause mit einem rothen abfärbenden Pulver ein. 

Die Zeichnung wird mit Hilfe einer feinen Stählspitze und der 
zwei stählernen Dreiecke in den Stein gravirt. In Bezug der Haltung 
der Stahlspitze gilt dasselbe, was wir früher über die Haltung des 
Bleistiftes gesagt haben. Dicke Linien sollen nicht durch tiefes Eingra- 
viren, sondern durch flache, breite Striche auf dem Steine hervorge- 
bracht werden, weil sonst beim Abdrucke die Linien unrein werden. 
Den Stein legt man beim Graviren zweckmässig auf eine leicht dreh- 
bare Unterlage, um alle Linien in horizontaler Richtung ziehen zu 
können. 

Kreise und Kreisbogen gravirt man mittelst eines stählernen, 
sogenannten Tasterzirkels. Sollen beliebige Kurven gravirt werden, so 
schneidet man sich für dieselben eine Patrone aus Pappe, oder man 
wendet ein Kurvenlineal an. Fehlerhaft gravirte Punkte und Linien 
deckt man mit etwas Gummilösung zu. 

$. 81. Zeiehnuag der ZwiUingskrystidie. 

Nach dem, was wir bereits über das Zeichnen der Krystalle ge- 
sagt haben, brauchen wir, um auch die Projektion eines ZwiHings- 
krystalles ausfuhren zu können, offenbar nur noch zu zeigen, wie man 
für das zweite Individuum des Zwillings die Projektion seines um 180® 
gedrehten Axensystems und den Durchschnitt irgend einer Fläche des- 
selben mit irgend einer Fläche des ersten Individuums findet. Ja es 
genügt schon, die erste Aufgabe bloss für ein tesserales Axensystem zu 
lösen, da wir in den früheren Paragraphen gesehen haben, dass man 
die Zeichnung schiefaxiger Krystalle immer mit Hilfe eines rechtwin- 
kligen Axensystems ausführen kann. 

1. Aufgabe. In der Projektion eines tesseralen Axensystems den 
Punkt E anzugeben, in welchem die Fläche Q von der aus dem Axen- 
mittelpunkte auf sie gefällten Normale getroffen wird. 

Sind in Fig. 257 OA, OB, OC der Länge und Richtung nach die 
Projektionen der tesseralen Axen OJf, ON, OP die projizirten Para- 
meter der Fläche Q, so ist, wie aus $. 70 hervorgeht, E der Durch- 
schnittspunkt der drei Höhen MB, JVS, PT des Dreieckes MNP. Es 
handelt sich also nur darum, die Punkte Ä, S, T zu finden. Den Punkt 
B findet man aber auf folgende Weise. Man ziehe durch N und P Pa- 
rallele zur Linie BC, welche beziehungsweise die T- und ZAxe in cleq 
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Punkten iV' «nd P' 'schneiden; ergänzt man dann das Parallelogramm 
N'OP*U^ so ist der Kreuzungspunkt der Linien OfJund iVPder ge- 
suchte Punkt B, Auf ähnliche Weise findet man aber auch die Punkte 
8 und T. 

Der Beweis für die Richtigkeit dieser Konstruktion ergibt sich 
leicht, wenn man sich die Linien und Winkel der YlZEbene mit ihren 
wahren Werthen zeichnet. Das Dreieck NOP ist alsdann kongruent 
mit dem Dreiecke UN*0^ die zwei Winkel NPO und UON' also ein- 
ander gleich, und da die einen Schenkel dieser Winkel auf emander 
senkrecht stehen, so muss diess auch für die anderen zwei Schenkel 
OR und NP gelten. Die Ebene -BOJf ist daher wirklich senkrecht zur 
Linie NP. 

Sind zwei der Parameter der Fläche Q in Wirklichkeit gleich 
gross, so wird natürlich die entsprechende Seite des Dreieckes MNP 
durch die zugehörige Höhe halbirt. Ist einer der Parameter unendlich, 
so fällt der Punkt E mit dem entsprechenden der Punkte Jf, JV, P 
zusammen. 

2. Aufgabe. Gegeben sei die Projektion eines Axensystems und 
des Punktes jS, in welchem die Fläche Q, von der aus dem Axenmittel- 
punkte auf sie gefalken Senkrechten getroffen wird: es soll die Lage 
des Axensystems in Zwillingsstellung mit Bezug auf die Fläche Q, be- 
stimmt werden. 

Es seien in Fig. 258 OA^ OB^ OG der Grösse und Richtung 
nach die Projektionen der Axen, OM^ ON^ OP die projizirten Para- 
meter der Fläche Q, und JE sei der Punkt, in welchem letztere von 
der aus O auf sie gefällten Normale getroffen wird. Man verlängere die 
Linie OE über E bis O', so dass OE = jBO', und ziehe durch die 
Punkte A, J?, C Parallele mit OE, welche die Linien 0' Jf, O'JV, O'P 
beziehungsweise in den Punkten -4', B% C schneiden. Die Linien 
0'-4', O'Ä', O^C^ geben dann offenbar der Grösse und Richtung nach 
die Projektion des ursprünglichen Axensystems in einer um die Nor- 
male der Fläche Q um 180® gedrehten Stellung. 

Man kann nun die beiden Axensysteme nach Bedürfnis parallel zu 
einander verschieben. Im Falle des Gleichgewichtes müssen für einen 
Penetrationszwil lirig die beiden Mittelpunkte O und O' zusammen- 
fallen, für einen Juxtapositionszwilling aber muss dann ihre Verbin- 
dungslinie 00' parallel der Zwillingsaxe OE sein. Ist letzteres der 
Fall, so schneiden sich die korrespondirenden Axen der beiden Indivi- 
duen im Raurafr, und die so erhaltenen Punkte Jlf, JV, P liegen offenbar 



— 287 — 

mit dem Halbirungspunkte E der Linie 00' in einer and derselben 
Ebene, welche nichts anderes als die Zwillingsfläche ist. 

Ist einer der Parameter der Fläche Q gleich oe, so werden na- 
türlich zwei korrespondirende Axenrichtnngen einander parallel. 

3. Aufgabe. Es soll die Projektion des Punktes D angegeben wer- ' 
den, in welchem die Fläche R{hkl) von einer Linie getroffen wird, die 
durch den Axenmittelpunkt geht und auf der Fläche Q senkrecht steht. 

Es seien in Fig. 259 Off, OK, OL die Projektionen der Para- 
meter der Fläche -B, ebenso OM^ ON, OP die Parameter der Fläche 
Q, und E der Punkt, in dem letztere Fläche von d^r aus O auf sie 
gefällten Normale geschnitten wird. T sei der Kreuzungspunkt der 
Linie PE mit MN, und U der der Linie OT mit HK; da die Punkte 
O, P, i, Ej r, U offenbar alle in einer Ebene liegen, so ist schliess- 
lich der Kreuzungspunkt der Linien OE und UL der gesuchte Punkt 
Z>. Dasselbe Verfahren könnten wir mit Bezug auf die Punkte H und 
feinschlagen und so zwei weitere Linien erhalten, die ebenfalls die 
Linie OE in demselben Punkte D schneiden. 

4. Aufgabe. Die Richtung der Durchschnittslinie der Flächen 
R(Kkt) und JB'(Ä'fc'ZO zweier Zwillingsindividuen zu finden, wenn die 
Projektion der beiden Axensysteme gegeben ist. 

Wir denken uns die beiden Axensysteme so verschoben, dass die 
Verbindungslinie 00\ Fig. 260, ihrer Mittelpunkte parallel der Zwil- 
lingsaxe wird. Ist dann E der Halbirungspunkt der Linie 00\ und sind 
Jf, N, P die Durchschnitte der korrespondirenden Axenrichtnngen, so 
ist E der Punkt, in welchem die Zwillingsfläche MNP von der zu ihr 
senkrechten Linie 00' geschnitten wird. Trägt man nun auf das eine 
Axensystem die Parameter OiZ, OK, OL der Fläche Ä, auf das an- 
dere die Parameter OH', 0K\ OL' der Fläche R' auf, so kann man, 
mit Hilfe der vorhergehenden Aufgabe für jedes Axensystem leicht die 
Punkte Z> und Z>' bestimmen, in welchen die Flächen R und iZ' von 
der Linie 00' geschnitten werden. Da ferner solche vier Punkte, wie 
2>, !>', JB", W in einer Ebene liegen, so werden sich die Linien DH 
und D*W wirklich im Räume in einem Punkte U schneiden, welches 
ein Punkt der gesijichten Durchschnittslinie RR' sein muss, da der 
Punkt U in den beiden Flächen R und R' liegt. Ebenso geben die 
Linien Z>J2'und DK einen zweiten Punkt F, die Linien DL und DL' 
aber einen dritten Punkt W der Linie RR', Demzufolge müssen die 
drei Punkte U, F, W in einer Geraden liegen, welches die gesuchte 
Durchschnittslinie der Flächen R und R' ist. 
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Um die Richtung der Durchschnittslinie korrespondirender Flä- 
chen SS' zu finden, braucht man nur die Durchschnittslinie einer dieser 
Flächen 8 mit der Zwillingsfläche Q zu bestimmen. Diese Dureb- 
schnittslinie 8Q ist parallel der Durchschnittslinie ÄS', da ja drei Flä- 
chen wie Ä, Ä', Q in einer Zone liegen. 

Bisweilen projizirt man Zwillinge auf eine Ebene JB, welche senk- 
recht steht auf der Zwillingsfläche Q. Dann müssen natürlich in der 
Projektion die Punkte M^N^P^ E in einer Geraden liegen, welche 
senkrecht zur Linie OE ist. Die Bestimmung des Punktes O ist hie- 
durch sehr leicht gemacht. Der Linie MNP gibt man gewöhnlich eine 
vertikale Lage. 

Ein spezieller Fall dieser Projektionsmethode ist die Horizon- 
talproj ektion eines Zwillings, für welchen die Z'Axen beider Indi- 
viduen einander parallel sind, indem alsdann die der Z'Axe parallele 
Zwillingsfläche senkrecht zur Projektionsebene ist. Es wäre unzweck- 
mässig, für eine andere Lage der Zwillingsfläche die Horizontalpro- 
jektion anzuwenden, indem alsdann immer das zweite Individuum in 
schiefer Projektion erscheinen würde. 

Das Gleiche gilt in Betrefl'der Vertikalprojektion. 

Bisweilen projizirt man Zwillingskrystalle so, dass die Zwillings- 
fläche die Stellung einnimmt, welche sonst eine der Axenebenen hat. 
Wir erkennen nämlich durch Gewohnheit die Symmetrie eines Kör- 
pers nach einer Ebene am leichtesten, wenn diese Ebene vertikal oder 
horizontal ist. Wir werden aber bei Berücksichtigung bloss rechtwin- 
kliger Axensystenae derlei Projektionen auszufahren im Stande sein, 
sobald wir die nachfolgende Aufgabe lösen können. 

Aufgabe. Gegeben sei die Projektion eines rechtwinkligen 
Axensystems, einer Fläche Q, und des Punktes O, in welchem letztere 
Fläche von der aus dem Axenmittelpunkte auf sie gefällten Senkrech- 
ten getroffen wird: es soll die Projektion des Axensystems in einer 
Lage angegeben werden, bei der die Fläche Q parallel der ursprüng- 
lichen Axenebene YlZist, Fig. 261. 

Es seien OH^ OK^ OL der Grösse und Richtung nach die Para- 
meter der Fläche Q, und E der Punkt, in welchem dieselbe von der 
aus O auf sie gefällten Normale getroffen wird. Ist auf der -ZAxe 
OJJj = — OH^ und ist R der Durchschnittspunkt der Linien ÄE und 
iCL, so sind in Folge der rechtwinkligen Axen die Flächen JELKL und 
JSyKL gleich geneigt zur YlZEbene, und die Linie KL ist senk- 
recht zu den Linien -BJT, RO undiKJJi. Dreht man daher das Axen- 
system um die Linie KL^ bis die Fläche Q, die Lage der Axenebene 
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FZ" hat, so wird nach der Drehung die Linie ÄJT die Richtung 720, 
die Linie BO aber die Richtung EHi haben, die Linie EO wird ferner 
parallel der Linie HO. Nennen wir also die Lagen der Punkte J2", .EJ, 
O nach der Drehung JT', -B', 0\ so werden JS" und O' auf der Linie 
jBO, der Punkt O' aber auf der Linie MHi liegen müssen. Halbirt man 
nun die Linie OE und zieht durch den Halbirungspunkt F eine Parallele 
mit OIT^ so ist der Durchschnittspunkt dieser Parallelen mit RO der 
gesuchte Punkt E% da sich leicht zeigen lässt, dass in der Wirklich- 
keit die Dreiecke MEF und EFE' mit einander kongruent sind. Der 
Durchschnittspunkl der Linien E^F und BH^ ist aber offenbar der ge-^ 
suchte Punkt O und der Durchschnittspunkt der Linie ME' mit einer 
durch J2" parallel zu EE* gezogenen Geraden der Punkt E[\ da zu- 
folge jener kongruenten Dreiecke RE = RE* und daher auch RJB[= 
RJHf sein muss. Die Linien JTO', Ä'O', LO' geben somit der Länge 
und Richtung nach die Parameter der Fläche Q, wenn letztere eine 
der ursprünglichen Axenebene YZ parallele Stellung einnimmt. Die 
Axenlängen in der neuen Lage findet man leicht durch die Bemerkung, 
dass sich dieselben zu den neuen Parametern der Fläche Q gerade so 
verhalten müssen^ wie die alten Axenlängen zu den alten Parametern. 
Kennt man die Zahlenwerthe der Parameter, so braucht man nur die 
neuen Paiameter durch diese Zahlen zu dividiren, um die neuen Axen- 
längen zu erhalten, 

Ist O" der Durchschnittspunkt der Linien RH und O'^', so sind 
offenbar H*0*\ KO** y LO^* Axenriehtungen, welche sich gegen die 
Axenrichtungen H0\ KO'^ LO' mit Bezug auf die Fläche Q in Zwil- 
lingsstellung befinden. Es ist O'E' senkrecht zur Ebene KOL und 
O'E' = E'O". 

Aehnlich würde das einzuschlagende Verfahren sein, wollte man 
die Fläche Q parallel einer der zwei übrigen Axenebenen machen. 
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12. Kapitel 



Verzeidmung der Fläclienpole der Krystalle. 

S. 82. Stereographisohe Projektion. 

Wir haben schon gesehen, dass auch die schematischen Projek- 
tionen ein sehr wichtiges Hilfsmittel für das Studium der Bjrystalle 
abgeben und besonders diejenigen unter diesen Projektionen, bei denen 
die Krystallflächen durch die Pole derselben repräsentirt werden. Diese 
Art von Projektionen wird besonders da, wo es sich um die Berechnung 
der Elemente, Winkel etc. eines Krystalles handelt, ein unentbehr- 
liches Bedürfnis. 

Die Pole der Flächen sind bekanntlich jene Punkte, in welchen 
die von einem Punkte O im Inneren des Krystalles auf diese Flächen 
gefällten Normalen eine um diesen Punkt O beschriebene Kugel schnei- 
den. Letztere Kugel nennen wir die Sphäre der Projektion, die 
Aufgabe dieses Kapitels ist aber, zu zeigen, wie man eine richtige 
Zeichnung clieser Sphäre mit ihren Pblpunkten anfertigen könne. Wir 
werden also gerade so wie im vorhergehenden Kapitel das Auge in eine 
gewisse Entfernung von der Sphäre versetzt denken, und dieselbe auf 
eine Ebene projiziren, welche senkrecht zum Gesichtsstrahl ihres Mittel- 
punktes ist. Setzen wir wie früher das Auge in unendliche Entfernung, 
so werden wir eine sogenannte orthoskopische Projektion der 
Sphäre erhalten. Diese Projektion, deren Anfertigung übrigens nach 
dem schon Gesagten keine Schwierigkeiten darbieten würde, ist jedoch 
von geringerem Vortheile als die sogenannte stereographische. 

Bei der stereographischen Projektion befindet sich das 
Auge in der Sphäre selbst, die auf dem Gesichtsstrahle des Mittel- 
punktes senkrechte Projektionsebene geht aber durch eben diesen 
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Mittelpunkt hindurch. Das Auge ist also in diesem Falle der Pol der 
Projektionsebene, welche die Sphäre in einem grössten Kreise, dem 
Grundkreise schneidet. Der Vortheil dieser Projektion besteht nun 
darin , dass jeder Kreis der Sphäre auch in der Projektion als Kreis 
erscheinen wird, die Pole tautozonaler Flächen werden daher in der Pro- 
jektion Punkte eines und desselben Kreises sein müssen. Ebenso werden 
Pole, die auf der Sphäre von einem Punkte derselben gleichweit abstehen 
und daher in einem Kreise der Sphäre liegen, diess auch in der Projek- 
tion thnn müssen; dieser letztere Umstand ist allerdings nicht von so 
grosser Wichtigkeit, als das für die Pole tautozonaler Flächen Angeführte. 

Um aber diese Eigenschaft der stereographischen Projektion zu 
beweisen, wollen wir zuerst einen schiefen Kegel mit kreisförmiger 
Basis Z', Fig. 262, betrachten, dessen Schnitt mit einer Ebene, die 
durch seine Axe geht und senkrecht zur Basis ist, das Dreieck ABG 
sein soll. Jede Ebene, parallel zur Basis, wird natürlich diesen Kegel 
in einem Kreise schneiden, es lässt sich aber noch ein zweites System 
paralleler Ebenen angeben, die einen solchen Kegel ebenfalls in Kreisen 
schneiden. Sind nämlich D und E zwei solche Punkte der Linien BG 
und AG^ für welche der Winkel 

BAC=EDG 
ist, und legt man durch die Linie DE eine zur Ebene ABG senkrechte 
Ebene, so wird dieselbe den Kegel in einer Kurve JT sehneiden, die 
ebenfalls ein Kreis ist. Wir können von dieser Kurve nämlich bewei- 
sen, dass, wenn man von einem beliebigen Punkte F derselben eine 
Senkrechte auf DE fallt, welche diese letztere Linie im Punkte N 
trifft, dass alsdann FN^ = DN,NE ist; dieser Gleichung zufolge 
muss aber F ein Punkt eines um den Durchmesser DE konstruirten 
Kreises sein. 

Um hievon die Richtigkeit nachzuweisen, legen wir durch FN eine 
zarBasisparalleleEbene, welche den Kegel in einem Kreisel' schneiden 
wird, dessen Durchmesser A'B^ ist. Die Linie FN ist senkrecht zur 
Ebene ABG^ da sie ja in der zur ABG senkrechten Ebene DFE 
senkrecht zur Durchschnittslinie dieser zwei Ebenen gezogen wurde; 
^iVwird also auch senkrecht zur Linie -4.'-B' der Ebene J.5C sein, 
und wir haben folglich, da F ein Punkt des Kreisest' ist, der be- 
kannten Eigenschaft eines Kreises zufolge die Gleichung 

Fm = A^N,NB' 

Nun ist aber unserer Annahme zufolge 

B'DN= 180® — GDE = ISO» — BAG = NA'E 
BND^A'NE 

19* 
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daher 

B'N:EN=DN.A'N 
B'N.A'N=EN.DN , 

Die letzte Gleichung gibt aber für FN^ auch den Ausdruck 

Fm = EN.DN 

welches aber die zu beweisende Gleichung ist. Es ist somit, da F einen 
ganz willkürlichen Punkt der Kurve JF bedeutet, gezeigt, dass jede 
Ebene, die parallel DE ist und auf ABC senkrecht steht, den be- 
trachteten Kegel in einem Kreise schneidet. 

Wenden wir nun den eben bewiesenen Satz auf die stereographi- 
sche Projektion an. Es sei der Punkt der Sphäre der Projektion, 
Fig. 263, in den wir unser Auge versetzt denken, Z aber ein beliebiger 
Kreis auf derselben. Der durch den Mittelpunkt von Z'und durch 
gelegte grösste Kreis der Sphäre sei durch S gegeben; derselbe wird Z 
in zwei Punkten, A und B schneiden, und es wird AB der Durch- 
messer des Kreises Z sein, der letztere aber auf der Ebene von S 
senkrecht stehen müssen. Es folgt diess aus dem bekannten Satze, 
dass die Verbindungslinie des Mittelpunktes eines Kreises Z' einer Kugel 
mit dem Zentrum der letzteren auf der Ebene des Kreises senkrecht 
steht. Um nun die stereographische Projektion des Kreises Z zu finden, 
haben wir uns die Projektionsebene durch das Zentrum O der Sphäre 
senkrecht zum Gesichtsstrahl OC desselben gelegt zu denken, so dass 
die Sphäre von dieser Ebene etwa in dem Grundkreise T geschnitten 
wird. Verbinden wir nun jeden Punkt des Kreises Z mit C, so werden 
diese Linien dieEbeneTin einer Kurve -JTschneiden, welche die gesuchte 
stereographische Projektion des Kreises Z vorstellt. -^ wird aber eben- 
falls ein Kreis sein, wie aus dem zuvor bewiesenen Satze folgt. Die 
Linien ZC bilden nämlich die Mantelfläche eines schiefen Kegels mit 
kreisförmiger Basis Z; ein solcher Kegel wird aber auch noch von an- 
deren Ebenen in Kreisen geschnitten, falls die Lage dieser Ebenen ent- 
sprechend den im vorhergehenden Satze angegebenen Bedingungen ist. 
Letzteres ist aber für die Ebene jT wirklich der Fall, denn erstens ist 
dieselbe senkrecht zur Linie 00, und daher auch zur Ebene S, welche 
durch die Axe des Kegels gehend senkrecht auf dessen Basis steht. 
Sind aberl? und E die Punkte, in welchen die Ebene von Jfdie Linien 
JBCund -betrifft, J'und O aber die Durchschnittspunkte der Kreise S 
und T, so werden die vier Punkte J9, JS?, F, G und das Zentrum C in 
einer Geraden liegen, da ja jeder von ihnen den beiden Ebenen 8 und T 
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angehört. Da nun FO senkrecht ist zu OC, so erhalten wir mit Be- 
rücksichtigung der Eigenschaft des Kreises, dass Peripheriewinkel, die 
über denselben Bogen stehen , gleich gross sind, durch Betrachtung 
des Kreises 8 die Gleichung 

DEC=^FaC+aCB 

= GFC + GAB = GAC + GAB 
= BAC 

Die Ebene T erfüllt somit auch die zweite der erwähnten Bedin- 
gungen, X ist also wirklich ein Kreis und die angegebene Eigenschaft 
der stereographischen Projektion hiedurch bewiesen. 

Wir wollen im Nachfolgenden , wenn wir von der Projektion 
der Sphäre sprechen , immer eine stereographische Projektion dabei 
verstehen. 

$. 83. Eigenschaften der Projektion eines grossten Kreises. 

Die Fig. 263 lehrt, dass bei der wirklichen Ausführung der Pro- 
jektion der Grundkreis T ein Kreis ist, dessen Halbmesser dem be- 
liebig gewählten Radius der Sphäre gleichkommt. Man wählt die Pro- 
jektionsebene hiebei immer so, dass der Grundkreis auch immer einer 
möglichen Zone des betrachteten Krystalles entspricht. Die Projek- 
tionsebene T muss daher senkrecht zu einer möglichen Zone, der 
Gesichtsstrahl OC des Zentrums der Sphäre aber parallel der Axe 
dieser Zone sein. 

Nennen wir diejenige Hälfte der Sphäre, welche auf der entgegen- 
gesetzten Seite der Ebene T liegt, wie der Augpunkt C, die obere, 
die andere Hälfte aber die untere, so wird offenbar die Projektion 
jedes oberen Punktes der Sphäre innerhalb des Grundkreises T liegen, 
während die Projektionen der unteren Punkte ausserhalb dieses Kreises 
fallen. Man begnügt sich gewöhnlich, bloss die obere Hälfte der Sphäre 
zu projiziren und zieht es vor, wenn es sich um eine Projektion der 
ganzen Sphäre handelt, dieselbe in zwei Hälften zu projiziren, indem 
man das Auge abwechselnd in zwei entgegengesetzten Punkten eines 
Durchmessers der Sphäre versetzt denkt. 

Kennt man die Projektionen P, Q, B dreier Punkte des Kreises 
^Tder Sphäre, so kennt man auch die Projektion JT dieses Kreises, X 
muss ja ebenfalls ein Kreis sein, und muss durch die drei Punkte 
JP, Q, B gehen. Durch drei Punkte kann aber nur ein einziger Kreis 
gelegt werden, welcher daher eben die gesuchte Projektion Xist. 



— 294 — 

Der Mittelpunkt eines Kreises,, der durch drei gegebene Punkte 
P, Q, JR geht, ist bekanntlich der Durchschnittspunkt der drei Linien, 
welche in den Halbirungspunkten der Linien QMj i2P, PQ auf diesen 
Linien senkrecht stehen. 

Jeder grösste Kreis der Sphäre schneidet offenbar den Kreis T 
der Sphäre in zwei Punkten, die mit O in einer Geraden liegen. Die 
Lage dieser Punkte ändert sich aber bei der Projektion der Sphäre auf 
die Ebene T nicht, und wir können daher sagen : die Projektion jedes 
grössten Kreises schneidet den Grundkreis in den Endpunkten eines 
Durchmessers des letzteren Kreises. 

Hieraus folgt sogleich, was jedoch auch unmittelbar klar ist, dass 
jeder durch den Augpunkt C gelegte grösste Kreis zur Projektion eine 
Gerade hat, die durch den Mittelpunkt des Grundkreises geht. 

Mit Hilfe der vorhergehenden Bemerkung lässt sich aber sogleich 
auch die nachfolgende Aufgabe lösen. 

1. Aufgabe. Aus der Projektion eines Punktes P der Sphäre 
die Projektion des entgegengesetzten Punktes P' derselben zu bestim- 
men, Fig. 264. 

Wir setzen hiebei natürlich voraus, dass uns auch die Lage des 
Grundkreises T gegeben sei. So viel ist alsogleich klar, dass P' auf 
der Linie PO liegen muss; jeder grösste Kreis, der durch P geht, 
muss nämlich auch durch P^ gehen, lassen wir nun den grössten Kreis 
durch den Augpunkt O gehen, so wird er in der Projektion eine gerade 
Linie, welche die Punkte P, O, P' enthalten muss. Legen wir aber 
irgend einen anderen grössten Kreis durch P und P', so wird derselbe 
in der Projektion ein Kreis iTsein, der den Grundkreis in zwei Punkten 
J., B schneidet, so zwar^ dass AOB eine Gerade ist. Einer bekannten 
Eigenschaft des Kreises (JE'jzufolge wird daher 

P'0:AO = BO:PO 
und 

PO.P'0=.AO .BO^r^ 

sein, wenn r den Halbmesser des Grundkreises 37 bedeutet. Da uns aber 
die Längen von r und PO bekannt sind, so können wir aus der letzten 
Gleichung leicht die Länge P'O bestimmen, wodurch dann P* voll- 
kommen bestimmt ist. Wir brauchen nur in O eine Senkrechte zu PO 
zu errichten, welche T im Punkte Z> schneidet, in D aber eine Linie 
senkrecht zu PD zu ziehen und bis zu ihrem Durchschnittspunkte P 
mit der Linie OP zu verlängern. Es ist alsdann offenbar 

PO . P^O = OD^ 
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und da 02? ebenfalls gleich dem Halbmesser r ist, die so gefundene 
Länge von P'O offenbar diejenige, welche der früheren Gleichung ent- 
spricht. Zur Konstruktion des rechten Winkels PDP* kann man sich 
der Eigenschaft des Kreises bedienen, dass der Winkel im Halbkreise 
gleich 90^ ist, und erhält so als Lösung der gestellten Aufgabe die fol- 
gende Konstruktion. 

Auflösung. Man errichte im Mittelpunkte O des Grundkreises 
T eine zur Linie OP senkrechte Linie. Von der letzteren werde der 
Kreis Tin dem Punkte D getroffen, von der Linie PD aber im Punkte 
E^ endlich von der Linie -BO im Punkte F. Der Dnrchschnittspunkt 
der Linien PO und Z>J?'ist alsdann die gesuchte Projektion des ent- 
gegengesetzten Punktes von P, 

Aus dem eben Gesagten ergibt sich aber auch alsogleich die 
Lösung der folgenden Aufgabe. 

2. Aufgabe. Die Projektion des grössten Kreises zu zeichnen, 
wenn die Projektion zweier Punkte P, Q, desselben gegeben ist. 

Auflösung. Man bestimme für einen dieser Punkte, P etwa 
die Projektion des Punktes P', der dem ersteren auf der Sphäre ent- 
gegengesetzt ist. Der durch die drei Punkte P, Q, P' gelegte Kreis ist 
alsdann die gesuchte Projektion des grössten Kreises. 

§. 84. Eigenschaften der Projektion des Poles eines grössten Kreises. 

Schneiden sich, Fig. 265, auf einer Kugel zwei grösste Kreise 
T, Z, deren Pole der Augpunkt C und der beliebige Punkt P sein 
sollen, in dem Punkte A^ und sind F und F die Durchschnittspunkte 
dieser Kreise mit einem beliebigen, durch C und P gelegten Kreise 
der Kugel, so müssen offenbar die Bogen AF und AF gleich gross 
45ein, da die beiden grössten Kreise T und Z vollkommen symmetrisch 
mit Bezug auf den Kreis JC sind. 

Wählen wir nun Tzur Projektionsebene und G zum Augpunkte, 
so wird die Projektion des Kreises K offenbar eine gerade Linie sein, 
welche durch den Pol des Kreises Z geht; die Gesichtsstrahlen aller 
Punkte des Kreises £* liegen ja in einer und derselben Ebene. Da nun' 
der Bogen AF* bei dieser Projektion nicht geändert wird, so leitet man 
aus diesen Betrachtungen leicht den folgenden allgemeinen Satz ab. 

Lehrsatz. Sind A F O und P die Projektionen eines grössten 
Kreises und des Poles desselben, P' und ö' aber die Durchschnitts- 
punkte der Linien FP und GP nAt dem Grundkreise, so gibt P'ö' 
die Grösse des Bogens, dessen Projektion F& ist, Fig. 266* 
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Dem Vorhergehenden zufolge ist nämlich, wenn A der Darch- 
Schnittspunkt des grössten Kreises FO mit dem Grundkreise ist, QÄ 
der Grösse nach die Projektion eines Winkels G*Ay und FA die Pro- 
jektion eines Winkels F^A. Durch Subtraktion ergibt sich hieraas 
offenbar, dass auch F^O* gleich dem in FG projizirten Bogen ist. Um 
aber von diesem Satze Anwendungen machen zu können, haben wir 
offenbar erst noch die folgende Aufgabe zu lösen. 

1. Aufgabe. Aus der gegebenen Projektion eines grössten ELrei- 
ses die Projektion seines Poles zu finden, Fig. 266. 

Schneidet der gegebene Kreis ÄFB den Grundkreis in den 
Punkten A^ B, ein zu AB senkrechter Durchmesser des Grundkreises 
denselben aber in D und JS, so wird der Pol des Kreises AFB offenbar 
in der Linie F!D liogen müssen, soll derselbe in der That gleich weit 
von den gerade entgegengesetzten Punkten des Kreises AFB abstehen. 
Diess geht auch daraus hervor, dass dem vorhergehenden Satze zufolge 
die Linie EP durch, den Halbirungspunkt Q des Bogens AFB gehen 
muss, da ja FA = EB = 90® ist. Zur vollständigen Bestimmung von 
P genügt jetzt der Umstand, dass die Entfernung der Punkte P und 
Q, auf der Kugel 90® betragen muss. Da nun A offenbar der Pol des 
grössten Kreises POQ ist, so muss dem vorhergehenden Satze zufolge, 
wenn P' und Q* die Durchschnittspunkte des Grundkreises mit den 
Linien AP und AQ, sind, der Bogen P'Q/ gleich 90® sein. Man hat 
somit, um P zu finden, nur die folgende Konstruktion auszuführen. 

Auflösung. A und B seien die Durchschnittspunkte des um 
beschriebenen Grundkreises mit dem gegebenen grössten Kreise, Q, 
aber, der Punkt des letzteren, für welchen 

A(l=QB 

ist. Qf sei der Durchschnittspunkt der Linie AQ, mit dem Grundkreise, 
P' aber der Punkt desselben, für welchen 

P'OQ/ = 90® 

ist und der auf der entgegengesetzten Seite von AB wie der Punkt Q, 
liegt. Der Durchschnittspunkt P der Linien AP' und OQ, ist alsdann 
der gesuchte Pol des gegebenen grössten Kreises. 

2. Aufgabe. Aus der Projektion jP, O zweier Punkte ihren 
Abstand auf der Sphäre anzugeben, Fig. 266. 

Auflösung. Man suche den Pol P des durch JPund Ct gehenden 
grössten Kreises; sind dann JF' und ö' die Punkte, in welchen der 
Grundkreia von den Linien PF und PG geschnitten wird, und O der 
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Mittelpunkt des Grundkreises, so gibt der Winkel F^OG' den gesuch- 
ten Abstand der Punkte F und G auf der Sphäre. 

3* Aufgabe. Auf der Projektion eines grössten Kreises den 
Punkt G anzugeben, der von dem Punkte F de^^selben Kreises um den 
Winkel q> auf der Sphäre entfernt ist, Fig. 265. 

Auflösung. Man suche die Projektion des Poles P des gege- 
benen grössten Kreises; dis Linie PF schneide den um O beschrie- 
benen Grundkreis in jP', ferner sei G' ein Punkt des Grundkreises, für 
welchen 

FOG* = <p. 

Der Durchschnittspunkt des gegebenen grössten Kreises mit der 
Linie G^P ist dann der gesuchte Punkt G. 

4. Aufgabe. Gegeben seien die Projektionen jP, (? zweier Punkte, 
es soll die Projektion JS" des Punktes gefunden werden, der von den zwei 
ersten auf der Sphäre beziehungsweise um die Winkel g) und ^ absteht. 

Auflösung. Man lege durch J?' drei beliebige grösste Kreise, 
und bestimme auf denselben die Punkte a, ft, c, welche von F um den 
Winkel g) abstehen; ebenso bestimme man sich drei Punkte a\ b\ c', 
die mit G den Winkel ^ bilden. Legt man nun durch a, ft, c und 
cl\ h*y c' Kreise, so ist deren Durchschnittspunkt offenbar der gesuchte 
Punkt H. Dieser muss ja der allgemeinen Eigenschaft der stereogra- 
phischen Projektion zufolge auch auf der Kugel mit a, 6, c und a\b\c' 
in einem Kreise liegen. 

5. Aufgabe. Aus den Projektionen zweier grösster Kreise den 
Winkel zu finden, den die Ebenen dieser Kreise in Wirklichkeit mit 
einander bilden. 

Der gesuchte Winkel ist offenbar gleich dem Abstände der beiden 
Pole dieser zwei grössten Kreise, und kann somit mit Hilfe der ersten 
und zweiten Aufgabe gefunden werden. 

Entsprechen die beiden grössten Kreise möglichen Krystallzonen, 
so ist ihre Neigung offenbar gleich dem Winkel der entsprechenden 
Zonenaxen, welches ja die Richtungen möglicher Krystallkanten sind. 

§. 85. Triklinisches System. 

Der vorhergehende Paragraph gibt uns die Mittel an die Hand^ 
mit Hilfe der Neigungswinkel der Flächen oder Kanten eines Krystalles 
eine Projektion der Pole dieser Flächen anzufertigen. Hiebei werden 
wir die Projektionsebene nicht senkrecht zu einer beliebigen Zone 
wählen, sondern dieselbe so bestimmen müssen, dass die Symmetrie- 
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Verhältnisse des projizirten Krystalles möglichst deutlich hervortreten. 
Hieraus folgt auch, dass man Krystalle eines und desselben Systems 
auch immer auf eine Ebene senkrecht zu derselben Zone zu projiziren 
haben wird. 

Man wählt daher die Projektionsebene: 

im tesseralen, rhombischen und triklinischcn Sy- 
stemesenkrecht zu einer der Axenrichtungen , gewöhnlich senkrecht 
zur ZAxe, welches die Axe der Zone [(100) COIO)] = [001] ist; 

imtetragonalen Systeme senkrecht zur ZAxe; 

imhexagonalen Systeme senkrecht zur morphologischen Axe, 
d. i. die Axe der Zone [111], 

im monoklinischen Systeme endlich senkrecht zur FAxe, 
also senkrecht zur Zone [(100) (001)] = [010]. 

Da aber die Flächen eines Krystalles auch durch die Indices be- 
stimmt sind, falls das Axensystem gegeben ist, so entsteht noch die 
Frage, wie man für ein bestimmtes Axensystem die Projektion des 
Poles einer durch ihre Indices gegebenen Fläche bestimmen kann. Wir 
wollen nun gleich den allgemeinen Fall betrachten und die Lösung des 
folgenden Problems suchen. 

Aufgabe. Es soll für ein gegebenes triklinisches Axensystem 
die Projektion des Poles der Fläche (^hkt) bestimmt werden, falls die 
Projektionsebene senkrecht zur ZAxe ist. 

Es ist klar, dass in diesem Falle der Mittelpunkt Z des Grund- 
kreises die Projektion des Punktes sein wird, in welchem die ^Axe die 
Sphäre trifft, Fig. 267, die Axenebenen JS^Z uiid YZ werden natürlich 
zwei durch Z gehende Gerade sein. Errichtet man zu diesen Geraden 
in Z zwei senkrechte Linien, welche den Grundkreis in U und V 
schneiden, so werden diese letzteren Punkte die Pole der zwei Axen- 
ebenen (100) und (010) sein müssen. 

Es seien nun in Fig. 268 OM^ ON, OP der Grösse und Richtung 
nach die Parameter der gegebenen Fläche, welche im Punkte JE von 
der aus O auf sie gefällten Normale getroffen wird. F und O seien die 
Durchschnittspunkte der Linien MP und NP mit den in den betref- 
fenden Axenebenen zu OP senkrechten Linien OF und Oö; 2y sei der 
Durchschnittspunkt der Linien FG und EP. Denken wir uns um 
die Sphäre beschrieben, so wird dieselbe die Linie OE in einem Punkte 
Ä, die Verlängerung der Linie OP aber in einem Punkte C treffen, so 
zwar, dass R der Pol der Fläche MNP^ C aber der Augpunkt unserer 
Projektion sein wird. Ziehen wir nun die Linien OL und CR , so wird 
ihr Durchschnittspunkt iS die Projektion von R vorstellen, da ja die 
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Ebene FOQ^ in welcher OS Kegt, senkrecht zu OP ist, und uns somit 
die Projektionsebene vorstellt. Die Länge OS gibt uns die Entfernung 
des Poles der Fläche MNP in der Projektion vom Mittelpunkte des 
Grandkreises, SOJPgibt uns aber den Winkel, welchen in der Projek- 
tion der grösste Kreis XZ mit dem grössten Kreise EZ bilden muss. 
Hiedurch ist aber die Lage des Poles von MNP vollkommen bestimmt. 
Der grösste Kreis EZ wird natürlich in der Projektion ebenfalls eine 
durch den Mittelpunkt des Grundkreises gehende Gerade sein. Der 
Winkel jPOÖ ist aber offenbar derjenige, welchen in der Projektion die 
grössten Kreise JTFund JCZmit einander bilden, also gleich 180^— i7F. 

Wie man .sieht, kommt es also, da OE senkrecht zu PL und 
OL senkrecht zu FG ist, nur darauf an, die Längen der Linien OJP, 
Oö, JPÖ, OP wirklich zu ermitteln, um die Länge OS und den Win- 
kel 50^ hieraus bestimmen zu können. Diess geschieht aber nach den 
im 11. Kapitel eingeschlagenen Methoden auf folgende Weise : 

Auflösung. Sind ^, i/, ^, c&, (, c die Elemente des gegebenen 
Axensystems und r der Radius des Grundkreises, so mache man, 
Fig. 269 

NOP = I POM = n MON^ = i 

und mit einer beliebigen Längeneinheit 

MO = 4^ N0 = N.0=^^P0 = 4- 

bestimme ferner die Punkte F^ G der Linien iVJP, JfP, so dass 
GOP=POF= 90^ 

Man konstruire nun mit den Längen iVP, PJf, MN das Dreieck 
M!NP\ Fig. 270, mache auf den Seiten MP und NP' desselben 

RT=PT PG' = PG 
bestimme den Punkt O', für welchen 

und nenne i' den Durchschnittspunkt der Linien FG' und O'P^. 

Mit den Längen OP^ 0'L\ PL' konstruire man rieh, Fig. 271, 
ein rechtwinkliges Dreieck P*0**L*\ ziehe 

0"jB" _L P"i" 

und mache auf dieser Linie und der Verlängerung von 0**P** 

0J2" = 0"0" = r 

iS" sei schliesslich der Durchschnittspunkt der Linien 0"i" undÄ"C". 
Ist nun Z der Mittelpunkt des mit r als. Halbmesser beschrie- 
benen Grundkreises, Fig. 267, so werden die den Axenebenen XZ und 
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J^K entsprechenden Radien desselben einen Winkel bilden, der gleich 
F O'G' ist. Bestimmt man aber den Pankt 8 in diesem Kreise, für 
welchen 

ist, so gibt 8 die gesuchte Projektion des Poles der Fläche (hkl). 

§. 86. Honoklinisches System. 

Aufgabe. Es soll für ein monoklinisches Äxensystem die Pro- 
jektion des Poles (ääjO bestimmt werden, falls die Projektionsebene 
senkrecht zur FAxe ist. 

In diesem Falle ist die Projektionsebene , Fig. 272, parallel der 
JTZEbene, der Mittelpunkt des Grundkreises daher die Projektion 
nicht nur des Endpunktes der FAxe, sondern auch des Poles V der 
Axenebene (010). Jede durch diese Fläche gehende Zone wird daher 
in der Projektion als gerade Linie erscheinen. Die Endpunkte der X- 
und ZAxe, so wie die Pole 17(100), Tr(001) werden aber in dem 
Grundkreise liegen, so zwar, dass JTU = ZW==d(fi und JrZ = 
1800 — UWist. Es seien nun, Fig. 273, OJf, ON, OP der Grösse 
und Richtung nach die Parameter der Fläche (^hkl)^ welche im Punkte 
M von der aus O auf sie gefällten Normale getroffen wird; ferner B 
und C zwei solche Punkte der Linien OE und OJVT, so dass OR = OC 
gleich dem Radius des Grundkreises ist. £st nun L der Durchschnitts- 
punkt der Linien NM und PJf, 8 der der Linien BC und OL^ so gibt 
die Länge 08 in der Projektion die Entfernung des Poles der Fläche 
MNP von dem Mittelpunkte des Grundkreises, der Winkel P08 aber 
den Winkel, welchen die den Zonenkreisen FZ und FS entsprechenden 
Geraden mit einander bilden; daOX^ senkrecht zu PJf ist, so erhalten 
wir somit die folgende Konstruktion. 

Auflösung. Sind a, &, Cy i} die Elemente des gegebenen Axen- 
Systems und r der Radius des Grundkreises, so mache man, Fig. 274 

Mj^ON=.NOP===d(fi, POM=n 
MO^M,0 = ^, JV0 = ~, PO = -j 

suche den Punkt iV, für welchen 

MNi = NMi, PN^ = PN 

und nenne Xf den Dnrchschnittspunkt der Linien iVjO und JfP. Man 
konstruire nun das rechtwinklige Dreieck N'O L\ so dass Fig. 275 

N ^ NO, NL' = N^L, OL' = OL 
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und mache auf dieser Linie sowie auf der Verlängerung von iV'O' 

O'Ä' = 00' = r 

Ist nun Ä' der Durchschnitt von C'Ä' und UO*^ so gibt uns S^ 
Fig. 272, im Falle dass 

V8 ^ 0'8\ ZV8 = POL 

ist, die gesuchte Projektion des Poles von (hkl). Der Durchschnitts- 
punkt T des Grundkreises mit der Geraden V8 ist natürlich der Pol 
der Fläche (AOf). 

S. 87. Shombisches, tetragonales und tesserales System. 

Aufgabe. Für ein rechtwinkliges Axensystem die Projektion der 
Fläche (Kkl) zu finden, falls die Projektionsebene senkrecht zu einer 
der Axenrichtungen ist, Fig. 276. 

In diesem Falle, werden natürlich die Endpunkte der drei Axen 
mit den Polen der Axenebenen in der Projektionsebene zusammenfallen 
müssen. Wählen wir die Projektionsebene senkrecht zur Z'Axe, so 
wird der Mittelpunkt PF des Grundkreises der Pol von (001) sein; die 
Pole der Axenebenen (100) und (010) aber werden in dem Grundkreise 
selbst liegen, so zwar, dass UWV gleich 90® ist. um nun die Pro- 
jektion des Poles der Fläche (hht) zu finden, hat man die nachfol- 
gende Konstruktion auszuführen, deren Richtigkeit nach dem, was wir 
schon über diesen Gegenstand gesagt haben, wohl ohne Weiteres klar 
sein dürfte. 

Auflösung. Sind a, 6, c die Axenlängen, und ist W der Mit- 
telpunkt des zur ZAxe senkrechten Grundkreises , in welchem die um 
90« abstehenden Punkte U, V die Pole der Flächen (100) und (010) 
bedeuten, so mache man auf den Linien WU und WV mit einer belie- 
bigen Längeneinheit 

h k 

und bestimme auf der Linie JfiV den Punkt L, für welchen 

WL±MN 

Durch JF ziehe man eine Parallele mit JfiV, mache auf derselben 
mit der früheren Längeneinheit 

WP=±. 
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und nenne den Durchschnittspunkt des Grundkreises mit der über 
W verlängerten Linie TFP, vorausgesetzt, dass l positiv ist. Man 
suche nun den Punkt E der Linie JPZ/, für welchen 

und den Durchschnittspunkt JB des Grundkreises mit der Linie WE) 
alsdann ist schliesslich der Durchschnittspunkt 8 der Linien WL und 
CR die gesuchte Projektion dös Poles {hkt). 

Der Durchschnittspunkt T des Grundkreises mit der Linie WL 
ist oflFenbar der Pol der Fläche (hkOi). üeberhaupt kann man für ein 
rechtwinkliges Axensystem die Lage des Poles (hkl} auch dadurch 
zweckmässig bestimmen, dass man sich ausser dem Pole T(hkQi) noch 
etwa den Pol Q(ÄOfe) sucht, welcher in der Linie ÜW liegen muss. S 
ist alsdann der Kreuzungspunkt der zwei grössten Kreise WTxxn^ VQ- 

S. 88. Hezagonales System. 

Im hexagonalen Systeme wählen wir, wie schon erwähnt, den 
basischen Hauptschnitt zur Projektionsebene, so dass also der Mittel- 
punkt des Grundkreises, Fig. 277, dem Pole (111) entspricht. Sechs 
unter Winkeln von S(fi durch diesen Pol gezogenen Geraden geben dann 
die Projektion der primären und sekundären Haupt zonenkreise , deren 
Durchschnitte mit dem basischen Hauptschnitte die Pole der Flächen 
(211), (lOT). . . sind ($. 27). Die Endpunkte -T, F> Z der drei Axen, 
sowie auch die Pole U, F, W der Axenebenen werden aber in diesen 
Hauptzonenkreisen, und zwar zwischen dem Pole (111) und den Polen 
(2TT), (T2I), (112) liegen müssen. 

Da uns die Lage der Pole einer Anzahl Fläehen also von vorn- 
herein gegeben ist, so können wir zweckmässig die Projektion desPoles 
einer beliebigen Fläche (AfcZ) dadurch bestimmen, dass wir die Durch- 
schnitte etwa der. Zonenkreise [(MZ) (T2T)] und [(hkt) (112)J mit 
dem Zonenkreise [(111) (211)1 suchen. Die Durchschnittspunkte werden 
die Pole von Flächen sein, deren Symbole von der Form (mpp) sind, und 
wir werden daher vor Allem die nachfolgende Aufgabe zu lösen haben. 

1. Aufgabe. Die Projektion des Poles der Fläche (mpp) zu 
bestimmen. 

Dieser Pol wird natürlich in dem Zonenkreise [(lll)(2il)] lie- 
gen müssen, kann sich aber darin entweder rechts oder links vom Pole 
(111) befinden. Es seien in Fig. 278 OM, OP, OP^ der Grösse und 
Richtung nach die drei Parameter der Fläche (mp/?), ferner N ein 
Punkt auf der Linie OM^ so dj^,ss OP = ON ist. NPP^ stellt uns 
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alsdann die Fläche (111 j vor, welche von der aus O anf sie gefällten 
Normale im Punkte T getroffen werden soll. Ist nun L der Durch- 
schnittspunkt der Linien NT und PPi, -E? aber der Durchschnitt der 
Linie ML mit der von O auf sie gefällten Senkrechten , so ist, wenn 
die um O beschriebene Sphäre die Linie OE im Punkte JB trifft, dieser 
Punkt offenbar der Pol der Fläche MPP^. Machen wir daher auf der 
entgegengesetzten Hälfte von OT das Stück 00 gleich OJB, so gibt 
uns der Durchschnittspunkt S der Linie RG mit einer durch O paral- 
lel NT gezogenen Linie die gesuchte Projektion des Poles der Fläche 
MPPi. Diess zeigt uns also, dass wir zur Lösung der gestellten Aufgabe 
die nachfolgenden Operationen auszufahren haben. 

Auflösung. Ist I der gegebene Axenwinkel und r der Radius 
des Grundkreises, so mache man mit der beliebigen Längeneinheit Z, 
Fig. 279 

POP, = |, po = P,0=^X, 

bestimme den Punkt iV, für welchen 

NP = NP^ = PP^ 

und nenne L den Durchschnittspunkt der Linien PP^ und NO. Mit 
den Längen jLO,ü\r,OiPkonstrüireman sich nun das Dreieck L'N*0\ 
so zwar, dass, Fig. 280 

L'0' = LO, L'N=.LN, N'O'^PO 

und bestimme auf den Seiten O'N^ NL' die Punkte M und T, für 
welche 

0'M=: —X, O'T ±DN\ 

E sei ferner ein Punkt der Linie i'Jf, so dass 

0'E±L'M 

B und C Punkte auf 0*E und auf der Verlängerung O'T, für welche 

O'B =0'C = r 

und S ein Punkt der Linie JBO, für welchen 

SO' II iW 

ist. Macht man nun in dem mit r als Halbmesser gezogenen Grundkreise, 
Fig. 277, auf der Linie (111) (2ll) das Stück 

(111) (mpi?) = O'S 

so gibt der so bestimmte Punkt die richtige Projektion des Poles der 
Fläche (wpp), wenn wir nur O S mit (2TI) entweder auf derselben 
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oder auf der entgegengesetzten Seite ^ron (m) auftragen, je nachdem 
in Fig. 280 die Punkte M und E auf derselben Seite von OT liegen 
oder nicht. 

Es ist klar, dass durch diese Konstruktion auch die Projektion 
der Pole ipmp) und ippm) gegeben ist , welche ja gleichweit mit 
Ornpp) von (Hl) abstehen, aber in den Zonen [(l21) (Hl)] und 
[(112) (111)] liegen. 

Will man die Lage des Poles der Axenebene YZ bestimmen, 
so hat man statt (jnpp') nur (100) oder («»11) zu setzen. Dadurch 
fallt in der vorhergehenden Konstruktion der Punkt Jf mit O' zusam- 
men und O'-B wird senkrecht zu i'O'. 

2. Aufgabe. Die Projektion des Poles der beliebigen Fläche 
(hkt) zu bestimmen. 

Auflösung. Man berechne sich mit Hilfe der Zonenregel die 
Symbole der beiden Flächen Qnipp') und (m'|>'^'), welche in der Zone 
[(lH)(2lI)] = [0ll]und beziehungsweise in den Zonen [(AfeO(ll2)J 
und \_Chkt) (T2l)] liegen; hieraufsuche man nach der vorhergehenden 
Konstruktion für diese zwei Flächen die Projektion ihrer Pole, und 
lege einerseits durch die Pole (1 12) und (mpp\ andererseits durch 
(T2l) und {m'p'p'^ einen grössten Kreis. Der Durchschnittspunkt die- 
ser zwei Kreise ist dann die gesuchte Projektion des Poles (AfcZ). 

3. Aufgabe. Die Projektion des Poles einer Fläche (AfeZ) zu 
bestimmen, wenn A -j- ib -|- ? == ist. 

In diesem Falle muss der Pol der Fläche {hkV) offenbar in den 
Grundkreis selbst fallen, und die vorhergehende Methode ist nicht mehr 
anwendbar. Man kann sich aber leicht ähnlich, wie folgt, helfen. 

A u f 1 ö s u n g. Man berechne die Indices der Fläche (mpp), welche 
in der Zone [(111) (2Tf)] und etwa in der Zone [(001) (AW)] liegt, 
bestimme hierauf die Projektion des Poles dieser Fläche, und lege 
durch den so gefundenen Pol von (mpp) und durch (001) einen grössten 
Kreis. Der Durchschnittspunkt dieses grössten Kreises mit dem Grund- 
kreise gibt dann die gesuchte Projektion des Poles {hkV). 



13. Kapitel. 



Reclinungsformeln. 

§. 89. Berechnung unbekannter Krystallwinkel aus bekannten. 

Die Kapitel I— X erschöpfen die Aufgabe der Krystallographie 
insoferne, als es sich um die Erkenntnis der Gesetze handelt^ welche 
die Gestalten der Krystalle beherrschen. Wir haben dabei gesehen, 
dass, trozdem die Neigungen der Flächen zu einander gewissen Be- 
schränkungen unterworfen sind, eine grosse BJannigfaltigkeit von Kry- 
stallgestalten möglich ist, die sich theils durch ihre Symmetriever- 
hältnisse, theils bloss durch die Werthe ihrer Element e unterscheiden. Und 
wirklich treffen wir in der Natur diese Mannigfaltigkeit an, indem fast 
jede krystallisirende chemische Verbindung andere Abmessungen zeigt. 
Da also die Krystallgestalt zur Charakterisirung der chemischen Ver- 
bindung beiträgt, ist es von Interesse, die Konstanten der verschie- 
denen Krystalle zu ermitteln, nicht nur indem man dadurch die Iden- 
tität eines Körpers sicherer feststellt, sondern auch in der Hoffnung, 
schliesslich doch Beziehungen zwischen der Gestalt und der chemi- 
schen Zusammensetzung oder den übrigen physikalischen Eigenschaften 
der Krystalle aufzufinden. 

Die Indices und Elemente eines Krystalles lassen sich ersichtlich 
durch direkte Messung nicht ermitteln. Da dieselbe jedoch, wie wir 
gesehen, die Lage der Flächen des Krystalles zu einander bestimmen, 
so sieht man, dass es wenigstens auf dem Wege der Rechnung möglich 
sein muss, aus den Abmessungen der geometrischen Form des Kry- 
stalles die Indices und Elemente zu ermitteln. 

Es lassen sich aber besonders die Neigungswinkel der Flächen 
eines. Krystalles mit Genauigkeit durch die Beobachtung ermitteln^ 

T. Lftag- KT^staUographlo. ^q 
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daher man auch immer aas solchen Messungen die Flächenindices und 
Elemente eines Krystalles berechnet. Nur wenn die Neigungswinkel 
der Flächen eines Krystalles nicht gemessen werden können, nimmt 
man seine Zuflucht zu den ebenen Winkeln der Flächen, zu den Win- 
keln also, welche Kanten mit einander bilden, die denselben Flächen 
angehören. Als äusserstes Mittel könnte man auch die Längen der 
Kanten bestimmen, um daraus die ebenen Winkel und schliesslich die 
Elemente und Flächenindices zu berechnen. 

Im Einklänge mit dem eben Gesagten werden wir die nachfol- 
genden Probleme nur fär die Neigungswinkel der Flächen lösen. Hiebei 
werden wir die Flächen immer durch ihre Pole und die Kanten durch 
die Endpunkte derselben auf der Sphäre der Projektion repräsentiren. 
Sind etwa, Fig. 281, E und F die Pole zweier Flächen, so gibt uns 
der Bogen EF des durch diese Pole gelegten grössten Kreises der 
Sphäre das Supplement des inneren Neigungswinkels der betrachteten 
Flächen, d. i. ihren Normalenwinkel, den wir auch immer verstehen 
wollen, wenn wir im Nachfolgenden kurz von dem Winkel zweier Flä- 
chen sprechen. Der Pol U des durch jS und F gelegten grössten Kreises 
ist aber offenbar der Endpunkt der Kante dieser beiden Flächen, falls 
dieselbe durch den Mittelpunkt der Sphäre gezogen wird. Dm daher, 
falls die Pole E und F gegeben sind, den Endpunkt der Kante dieser 
beiden Flächen zu finden, hat man nur den Punkt U zu suchen, der 
von E und F um 90® absteht. 

Sind Uy F, W die Pole dreier Flächen, Fig. 281, so wird man 
die Endpunkte ihrer Kanten nach dem Gesagten dadurch finden, dass 
man die Pole JT, F, Z der Zonenkreise VW^ WU, UV bestimmt. Da 
alsdann 

F-r= wjr= WY= UY= uz= rz= 90« 

ist, so werden auch umgekehrt £7, F, W die Pole der Zonenkreise 
YZ, ZJT, XY sein. Betrachten wir den ersten dieser Zonenkreise, so 
sehen wir, dass derselbe die Kreise TJW und VW in zwei Punkten E 

und F schneidet, für welche 

EF=\m^ — XY 

ist, da ja die Winkel JlSTund EY gleich 90<> sein müssen. Natürlich 
sind auch EU und FU gleich rechten Winkeln, und daher EF auch 
derjenige Bogen, den man unter dem Winkel U des sphärischen Drei- 
eckes UVW versteht; die Bogen VW^ WU^ UV bezeichnet man aber 
als die Seiten dieses Dreieckes. Demzufolge kann man also sagen: 
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^In dem durch die Pole dreier Flächen gegebenen sphärischen 
Dreiecke sind die Seiten gleich den Normalenwinkeln dieser Flächen, 
die Winkd aber gleich den Supplementen der Kantenwinkel.^ 

Da wir schon im Paragraphe 5 gezeigt haben, dass jeder Satz, 
der sich auf die Kanten- und Normalenwinkel dreier Ebenen bezieht, 
auch noch richtig bleibt, wenn man diese Winkel gegenseitig mit ein- 
ander vertauscht, so können wir sogleich auch sagen : 

„Indem durch «die Endpunkte der Kanten dreier Flächen be- 
stimmten sphärischen Dreiecke sind die Seiten gleich den Kantenwin- 
keln, die Winkel aber gleich den Supplementen der Normalenwinkel 
der drei Flächen.* 

Zwischen den trigonometrischen Funktionen der Seiten und Win- 
kel eines sphärischen Dreieckes, oder was dasselbe, zwischen diesen 
Funktionen der Kanten- und Normalenwinkel dreier Flächen werden 
aber offenbar gewisse Relationen bestehen , welche es unter anderen 
auch möglich machen müssen, aus drei dieser Grössen die übrigen drei 
zu berechnen. Es lehrt uns ja schon die geometrische Anschauung, 
dass die Lage der drei Flächen im Allgemeinen durch drei Stücke ge- 
geben ist. Ausgenommen bleiben freilich gewisse spezielle Fälle, in 
welchen die Kenntnis dreier Stücke noch nicht hinreicht, die übrigen 
Stücke unzweifelhaft zu bestimmen. 

Diese Relationen zwischen den Seiten und Winkeln eines sphä- 
rischen Dreieckes bilden den Gegenstand der sphärischen Trigono- 
metrie, und zu ihrer Ableitung könnte man etwa die im §. 72 gegebene 
Konstruktion benützen, welche aus den drei Kantenwinkeln dreier 
Ebenen den Normalenwinkel zwischen irgend zwei dieser Ebenen 
finden lehrt. Mit Hilfe der Formeln der ebenen Trigonometrie erhält 
man nämlich aus dieser Konstruktion eine Gleichung zwischen den drei 
Kantenwinkeln und dem Supplemente eines Normalenwinkels, d. i. 
zwischen den drei Seiten und einem Winkel des sphärischen Dreieckes. 
Aus dieser Gleichung lassen sich dann sämmtliche übrige Formeln der 
sphärischen Trigonometrie ableiten *). 

Mit Hilfe ^ dieser Formeln wird man auch immer aus den drei 
Kantenwinkeln dreier Flächen ihre Normalenwinkel berechnen können 
und umgekehrt. Hiedurch kann man ersichtlich sogleich auch die Kan- 
tenwinkel zur Berechnung der Krystalle verwerthen, obwohl die betref- 
fenden Probleme im Nachfolgenden nur für Normalenwinkel gelöst sind. 



*) Wir Terweisen in Betreff dieser Forntln und ihrer Ableitn&g unter Anderem auf die 
Erläatemngeix za dea Logarithmen-Tafeln von E. F. Anguit» Leipzig 1865, welche letztere sich 
überhaupt für den praktischen Gebrauch empfehlen durften. 

20 ♦ 
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S* 90. Angaben der KrystaUberechnnng. 

Die Hauptaufgaben, welche wir in diesem Kapitel zu lösen 
haben, sind: 

1. die Berechnung der Normalenwinkel der Flächen ans den Ele- 
menten und Indices dieser Flächen; 

2. die Ermittelung der Flächensymbole aus den Winkeln, die diese 
Flächen mit bekannten Flächen bilden, falls die Elemente des Kry- 
Stalles gegeben sind; 

3. die Berechnung der Elemente eines Erystalles aus gegebenen 
Winkeln. 

Die Lösung der zwei ersten Aufgaben ist immer möglich; wir 
werden diese Aufgaben später dadurch lösen, dass wir sie auf die fol- 
genden Probleme zurückfahren: 

„Aus den Indices einer Fläche und den Elementen die Position 
des Poles dieser Fläche zu finden. Umgekehrt aber die Indices einer 
Fläche zu bestimmen, falls die Elemente und die Position ihres Poles 
gegeben sind.*' 

Sind nämlich T und M zwei gegebene Punkte auf der Sphäre der 
Projektion, so ist die Lage irgend eines Punktes P bestimmt, sobald 
man die Bogen PTnnd PM kennt. Man kann aber die Lage des Punk- 
tes P auch dadurch bestimmen, dass man nebst dem Bogen TP noch 
den Winkel angibt, welchen die beiden grössten Kreise TM und TP 
mit einander bilden ; hiedurch ist ja ersichtlich der Punkt P ebenfalls 
seiner Lage nach vollkommen bestimmt, sobald wir noch wissen, nach 
welcher Richtung der Winkel MTP als positiv zu zählen ist. Die 
Grössen TP und -MTP nennen wir nun die Position des Punktes 
P mit Bezug auf den Punkt T und den grössten Kreis TM. Wir wer- 
den Tund TJf natürlich so wählen, dass die Berechnung der Position 
eines Punktes sich möglichst einfach stellt. Es erweist sich hiebei als 
zweckmässig, für T den Pol einer möglichen Fläche des Krystalles und 
ebenso für TW den Kreis einer möglichen Zone zu benützen. Da aber 
für die einzelnen Krystallsysteme eine verschiedene Wahl der Fläche 
Tund der Zone TJf sich als zweckmässig herausstellt, so wollen wir 
die Lösung des allgemeinen Problems auf spätere Paragraphe verthei- 
len, wo für jedes einzelne System gezeigt werden soll, wie man für eine 
gewisse Fläche T und Zone TM die Position des Poles der Fläche P 
finden könne, deren Indices nebst den Elementen gegeben sind. 

Es wird sich aber zeigen, dass auch die Lösung des umgekehrten 
Problems immer möglich ist, d* h, dass wir, falls die Elemente eines 
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Krystalles bekannt sind, immer aus der Position des Poles einer Fläche 
die Indices der letzteren ermitteln können. % 

Was die letzte der erwähnten drei Aufgaben betrifft, so würde 
dieselbe, da ja zur Bestimmung von fünf Grössen auch fünf Beobach- 
tungen nothwendig sind, für triklinische Krystalle in ihrer allgemein- 
sten Form also lauten: 

„Gegeben seien fünf Winkel eines Krystalles und die Symbole 
der zehn Flächen, welche zu zweien diese Winkel bilden, es sollen die 
Elemente des betreffenden Krystalles ermittelt werden.* 

Sind die Elemente des Krystalles etwa a, 6, c, g, tj, f, die Sym- 
bole zweier Flächen desselben (AfcO und (A'fc'Z'), so hat man für die 
Tangente des Winkels ä, welchen diese beiden Flächen mit einander 
bilden, den Ausdruck 

tang * = ^ y CsinI* + sini^« -f sin J^ + 2 cos J cosi^ cosf — - 1) L 

wobei 

^ /kV — W \2 , / fÄ' — hV \2 , / AÄ;' - ifcA' \* , 

^==\—vc — )+\ ca ;+( — ab — ; + 

, ^ /ZA'— AZ'\ /hk'^kh\ ^ . / lik*-klf\/kV—lk'\ 
/kV — lk'\/ Ih' — hV\ 

+ ^ ( bo ) {—ir^J ''' ^ 

^ hh' . .. , kk' , , , IV . ^_ , kV+lk* 

K= -^sm52+ -^sini/2+-^sm 5:2-1 J_.(;cos7?cos5:-cos^)+ 

ZA' + AZ' ^ ^ ^ , hk'^kh* ^ , 
-| ■ (cosfcos^ — C0S1?) -j ^j^ (cos I cos??— cos f) 

Die Auflösung der vorhergehenden Aufgabe würde also darin be- 
stehen, aus fünf solchen Gleichungen, von welchen für jedes d, A, k, Z, 

b c 
h\ k\ V andere Werthe haben, die Grössen — , — zu ermitteln, 

Diess ist jedoch im Allgemeinen nicht möglich, und könnte für gege- 
bene Zahlenwerthe der Grössen d, A, ä: . . . . höchstens, durch Nähe- 
rungsmethoden ausgeführt werden, indem man für versuchsweise ange- 
nommene Werthe der Elemente sieht, ob die berechneten Werthe der 
Winkel d mit den gegebenen übereinstimmen. 

Die Auflösung der gestellten Aufgabe gelingt vielmehr nur für 
gewisse spezielle Fälle der fünf Winkel, welche Fälle im Nachfolgenden 
bei den Rechnungsformeln des triklinischen Systems angeführt sind. 
Kann man aber solche fünf Winkel aus den gegebenen fünf ableiten, so 



— 310 — 

ist natfirlich auch in diesem Falle die Auflösung unserer Aufgabe mög- 
lich. Zur Ableitung ein^s Winkels aus schon bekannten gibt es aber 
zwei Hilfsmittel. Fallen nämlich erstens von den Flächen, welche die 
bekannten Winkel bilden^ einzelne zusammen, so werden wir in den 
von den Polen dieser Flächen gebildeten Dreiecken durch Anwendung 
der Formeln der sphärischen Trigonometrie bisweilen die Grösse unbe- 
kannter Seiten bestimmen können. Sind aber zweitens unter den ge- 
gebenen Winkeln solche, die derselben Zone angehören, so wird man 
auch von der Beziehung, welche zwischen den Winkeln und Symbolen 
von vier tautozonalen Flächen stattfindet, Gebrauch machen können, 
um die Werthe eines Winkels hieraus zu finden. 

Für die Krystalle der übrigen Systeme vereinfacht sich die Be- 
rechnung der Elemente desto mehr, je weniger unbekannte Grössen die 
Elemente eigentlich vorstellen; so gelingt es für hexagonale und tetra- 
gonale Krystalle, in welchen von den Elementen nur ein Stück unbe- 
stimmt ist, den Werth desselben aus jedem beliebigen Winkel zu 
ermitteln. 

%. 91. Gleichungen fdr die Winkel einer Er]ritallfläche mit den Azen- 

richtungen. 

Es seien OJET, OK, OL der Grösse und Richtung nach die Pa- 
rameter der Fläche (hkt), welche im Punkte H von der aus O auf sie 
gefällten Senkrechten getroffen wird, Fig. 282. X, F, Z und P seien 
ferner die Punkte, in welchen eine um O beschriebene Kugel (d. i. die 
Sphäre der Projektion) die Axenrichtungen und die Linie OE schnei- 
det, P also der Pol der Fläche (hkl'). Da nun die Dreiecke HOE, 
KOEy LOE rechtwinklig sind, so ist 

OE == OH cos PX= OK cos PT= OL cos PZ 
und daher auch 

4- cos PX = ^ cos PF = 4- cos PZ 

Auf diesen Gleichungen, welche uns eine Beziehung zwischen den 
Elementen, Indices und gewissen Winkeln einer Fläche geben, beruht 
die ganze Berechnung der Krystalle. Die Winkel PX, PY, PZ, 
welche die Neigungen der Fläche (hkl) zu den Axenrichtungen sind, 
lassen sich aber im Allgemeinen nicht direkt durch Beobachtung er- 
mitteln. Nur in den Systemen mit rechtwinkligen Axen sind die Axen- 
richtungen zugleich auch senkrecht zu den Axenebenen, daher die 
Winkel PX, PY, PZ wirkliche Normalenwinkel, welche durch Be- 




obacfatong bestimmt werden können, und so eine unmitte 

düng der obigen Gleichung gestatten; für die anderen Spt€äit'lö|5^Xl^>^* 

also vorzüglich die Aufgabe zu lösen übrig, wie man aus Normalen-^' ' 

winkeln der Fläche P ihre Neigungen zu den Axenrichtungen berechnen 

könne, 

S. 92. Bedingung für tantozonale Fl&chen. 
Es seien X^ V, Z die Endpunkte der Axenrichtungen, P, P' die 
Pole' der Flächen (Afcf) und (A'fc'f)» Q «-b^r ein beliebiger Punkt des 
Zonenkreises PP*^ in welchem die Winkel QP und QP' nach einer 
und derselben Richtung gezählt sein sollen, Fig. 283. Aus den sphäri- 
schen Dreiecken PQJT und P'QJT findet man alsdann 

cos PX = cos QXcos QP + sin QXsin QP cos XQP 
cos P'X= cos Q^cos QP' 4- sin ^^sin Q/P' cos XQP' 

and hieraus, indem man die erste Gleichung mit sin Q,P\ die zweite 
mit sin QP multiplizirt und subtrahirt 

cos PJT sin QP" — cos P'-Tsin QP = cos QX(cos QP sin QP'— 
—cos Q/P sin eP)4.sinQXsinQP sinQPCcos-TQP— cosX^'^ 

Nun ist aber, wenn QP, ©P', PP^ nach derselben Richtung 
gezählt sind, wo auch immer der Punkt Q mit Bezug auf P und P' 
liegen mag, 

pp' =:^ PQ^ qp' = — qp -[- Q^' 
xqp = XQP' 

und daher 

8ia QP' cos QP - cos ©P' sin QP = sin (^' — QP) = sin PP- 
cos XQP - cos ^QP = 

Demzufolge geht die letzte Gleichung in die erste der nachste- 
henden über, deren zwei letzte sich auf ähnliche Weise ableiten lassen 

cos P-Tsin QP" — cos P'JrsinQP = cos Q-T sin PP' 1 
cosPFsinOP' — cosPTsinQP^cosQFsinPP' . . . O) 
cos PZ sin QP' — cos P*Z sin QP = cos QZ sinPP' \ 

Eliminirt man aus diesen Gleichungen die Brüche — ; — ttht nnd 

*^ sm PP' 

sin QP , ..,^ 

so erhalt man 



sin PP'' 

(cos PY cos P*Z — cos PZ cos P'FJ + | 

4-CcosPZcosP'X— cosPXcosP'Z)4- ... (2) 

4- (cos PX cos P Y — cos PFcos P'X) = ) 
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Sind ferner a, b, (? die Elemente des Krystalles, dem die Flächen 
P and P angehören, so ist dem vorhergehenden Paragraphe zafolge 

4- cos Pjr= -^ cos PF= 4- cos PZ 

^ cos P'Jir= -^ co8P'F=-^ cos P'Z 

wodurch die Gleichung (2) in die folgende übergeht 

(4) . . . ua cos QJIT -f- v6 cos QF -f- wc cos QZ = 

wenn zur Abkürzung 

(5) V = ^Ä' — Äi' 

( w = AJfc'— ikÄ' 

gesetzt wird. Die Gleichung (4) muss also, da Q einen beliebigen 
Punkt der Zone PP vorstellt, durch jeden Punkt dieser Zone erfüllt 
werden. Ist Q ebenfalls eine Fläche, C^fy) etwa, so hat man auch 

rt h /* 

CO) .... — cos QX=-^ cos ^F=— cos QZ 

demzufolge die Gleichung wird 

(7) öu-f /v + 5^w= 0; 

ob also drei Flächen in einer Zone liegen, hängt bloss von ihren Indices 
ab, welche in diesem Falle der Gleichung (7) genügen müssen. 

Die Grössen u, v, w heissen die Indices der Zone PP^; sind 
u', v', w' die entsprechenden Grössen, berechnet aus zwei anderen 
Flächen S und S' derselben Zone PP^ so muss 

^^^ u' v' w' 

sein, da ja die Gleichung (7) auch richtig bleiben muss, wenn man 

u, V, w durch u', v', w' ersetzt. Den gemeinsamen Werth der Brüche 

C8) bezeichnen wir aber durch das Symbol 

r PP^ I _ r hkl, h'k'l 1 _ fu, V, w ^ 
L SS' \lS S' J~Lu', v', w'J 

und es ist leicht einzusehen, dass 

ro^ f Pi'n _ r ^'^ 1 — _ r ^^' 1 — 1 r SS' 1 

(.9J . . . L £,5,, J — L Ä'Ä J ~ l'WS'] ~ ^ '' IPP ] 

sein muss. 
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Mit Hilfe der Gleichung (7) überzeugt man sich leicht, dass, 
wenn die Fläche Q,(efg') in zwei Zonen liegt, deren Symbole etwa 
[uvwj und [rst] sind, für die Indices dieser Fläche folgende Glei- 
chungen gelten: 

2> = sw — tu I 

gr =; tu — rw (10) 

r = rv — SU ' 

S. 93. Beziehung zwischen den Neigungen und Symbolen von vier 
tautozonalen Flächen. 

Eliminirt man aus der zweiten und dritten Gleichung (2) des vor- 
hergehenden Paragraphes die Grösse sin PP\ so wird mit Rücksicht 
auf die Gleichungen (3) und (6) 

sin QP _ cos PY cos QZ — cos PZ cos QY 
sin QP ~ cos P r cos QZ— cos P'Z cos QY 
_ ek —fh h' cos PX 
— ek' —ßf ' h cosP'JC 

welche Gleichung wir symbolisch auch so schreiben können: 

sin QP _[ QP 1 h' cos PJT 

sin QP' ~IQP' ]' h cos P'X ' • • • tlU 

Ist R der Pol einer vierten Fläche (uwi) der Zone PP', so haben 
wir hiefür natürlich die ähnliche Gleichung 

sinJgP _ rJgP 1 h' cos PX 

sin BP ~l BP' J • A cos PX ' ' ' ^^^^ 

Die Division der zwei letzten Gleichungen gibt aber 

sin QP siri BP __r QP 1 f i^P 1 

sin QP' ' sin BP' ~IQP' ]' l BP J * * * ^^^^ 

welche Gleichung uns das anharmonische Verhältnis der Flächen Q 
und B zu den Flächen P und P' mit Hilfe der Indices dieser vier tau- 
tozonalen Flächen finden lehrt. In dieser Gleichung müssen die Winkel 
QP und QP andererseits -BP und BP' nach derselben Richtung ge- 
rechnet sein. Zählen wir die Winkel alle von P aus nach derselben 
Richtung, so können wir die letzte Gleichung auch so schreiben: 

sinPQ.sin(PJZ--PPO _ [QPJ] [ ^^' 1 
sin iPQ — PP^ sin Pi? ~ L QP' J * L i?P J * * ^ ^ 
Setzt man 

rQP 'WBP'-] sin jPQ-PP'^ ^ . ^.^^ 

. [-QpllBpi' sin PQ =*^°^ • -^^^^ 
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so gibt die vorhergehende Gleichung 

sin iPB — PP*) 

tan i = ^ . v>p 

sin jPR 

voraus man leicht 

- 8inPig+sin(Pig-PP^J 28in(PiZ-%PP0co8y,PP' 
I4.tand= ^jj-pg^ ^j^-p^ 

, sinPÄ-sinCPÄ-PP) _ 2cO8(Pig-'/,PP0sin%PP 
l_tanÄ ^jj-pg ^j^-p^ 

ableitet. Die Division der. zwei letzten Gleichungen gibt aber 

t»nC45» + «) i— tSHX- tan V,PP' 

oder 

C16) . . tan (Pi? - % PP"^ = tan % PP' . tan (45® + dj 

Setzt man aber 

r ^ r ^^ 1 81" (PQ — PP') sin Pi? _ 

(17). . . [-QP^J sin (PÄ-PP') • sin PQ - "* 

so erhält man aus Gleichung (14) 

r RP "I __ vi — wh wh — ul uk — vh 

^~ "~ — toh' — uV uk' — vh' 



k — k'n 



" lEP'^ vl' — wk' 




und hieraus schliesslich 




C18) "-4^, 


V 

w 



l — Vn 

Die Gleichoogen (16) und (18) geben aber die Lösung der fol- 
genden zwei Probleme: 

1. Aufgabe« Aus den Indices von vier tautozonalen Flächen 
und den Winkeln zwischen drei derselben den Abstand der vierten 
Fläche zu bestimmen, 

Auflösung. Sind die Symbole der vier Flächen 

P(AibO, PXA'fc'O, (lißfg), Ä(uvw) 
und sind 

PP', PQ, PR = 7 

die nach derselben Richtung gezählten Normalenwinkel dieser Flächen, 
so berechne man sich zuerst den Winkel d aus der folgenden Gleichung 

der Werth von PR ergibt sich alsdann aus der Gleiehong 

tan (PR — % PP) = tan % PP tan (45« + *). 
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2. Aufgabe. Aus den Winkeln, welche vier tautozonale Flächen 
unter einander bilden und aus den Indices dreier dieser Flächen die 
Indices der vierten zu finden. 

Auflösung. Sind die Symbole der vier tautozonalen Flächen 

und 

PP', PQ, PB 

die nach derselben Richtung gezählten Normalenwinkel dieser Flächen, 
so suche man für n eine rationale Zahl, welche die Gleichung 

— r QP 1 sin (P^-^PP ) sin Pig 
^ "" L QP' J sin iPB—PP"} ' sin PQ 

möglichst genau eifüllt. Die Indices t«, v, w der Fläche R sind alsdann 
gegeben durch die Gleichungen 

u = ±(h — h*n) 
V = ±{h — k'n) 
w = ±(l — Vn) 

wo der Lage der gegebenen Flächen entsprechend entweder die oberen 
oder unteren Zeichen zu nehmen sind. 

S. 94. Aendenmg des Azeusystems. 

Es seien Pi, P^^P^ die Durchschnittspunkte der Zonen [U|VjWi], 
[U2V2W2], [U3V3W3], Q, und R aber die Pole der Flächen (j^qr) und 
(jefg), man soll die Werthe />q, q^^ Vq der Indices von P angeben, falls 
man zu Axenrichtungen die Axen der Zonen P2P3, P3P15 Pi^2> zu 
Axenlängen aber die Abschnitte der Fläche R wählt, Fig. 284. 

Zu diesem Zwecke ziehen wir den Zonenkreis Qi2, welcher die 
Kreise P1P3 und P%Pii in zwei Punkten S und S* trifft, welches die 
Pole möglicher Flächen sein müssen, und deren Symbole sich leicht 
aus den gegebenen Grössen bestimmen lassen. So finden wir für die 
Indices A, fc, l und A', fc', V der Flächen 8 und S* mit Bezug auf das 
ursprüngliche Axensystem 

Ä = (jp—er)vf^ 4- ifp—eg')Y<i, A' = (^p-ör)wi + (Jp^eg')v^ 
h = {eq-fy^^M^t + igq—fr^yf2, h* = f^jr— /p)u, + Cgq—/r)Wi 
l = (fr-gq^^v^ + («*•— ÄP)«2» ^' = Cf^—ffq^t + («*•— ÄP)u, 
Für das Axensystem, dessen Richtungen durch die Zonenaxen 

P2P3, PgPi nnd P1P2, dessen Längen aber durch R gegeben sind, 

hat man offenbar für diese Flächen die Symbole 

PiClOO), PtCOlO), P3COOI), i?(lll). 
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Nennt man daher die Indices der Flächen 3 und 8* mit Bezug auf 

dieses Axensystem Ao9 ^o ^^ ^^^ ^^^9 d^ ^^^ Indices der Fläche 

Qietztpoy qQjVQ sind 

^o=Po — ^0 V = 

fco = fco' = qo—po 

'o = ^0 — ?o V = ^0 — Po 
Da nun das anharmonische Verhältnis der vier tantozonalen Flä- 
chen jB, Q, 5, 5' immer dasselbe sein muss, welches Axensystem man 
auch der Berechnung dieses Verhältnisses zu Grunde legt, so muss 
dem vorhergehenden Paragraphe zufolge 

r pqr, hhl 1 f efg, h'h'V 11" p^gpr^, hjc^l^ i r 111, Apfeo^o 1 
Ipqr, h*k*V J L efg, hkl J Lpo^o^oi A'o^V'o J L Hl, A'ofcVo J 
sein. Die Ausführung der durch diese Symbole angedeuteten Opera- 
tionen gibt aber 

j>Ua + qvj + rw2 ^Pi+Ai + ^^i ^ go 
P«i + ?vi + rwi • «Ua+/v2+^W2 ;>o 
Auf gleiche Weise würde man aber auch mit Hilfe der Flächen 

S und S", wo S" in den beiden Zonen [PQ'] und [P1P2] liegt, die 

nachfolgende Gleichung erhalten: 

P^s + gva + ^^3 ^"i+Ai+g^i _ ^0 



Pöi + öVi + rw, • «njj+Zva+^Wa i?o 
Aus diesen Gleichungen folgt nun, wenn wir furpo den nachfol- 
genden rationalen Werth annehmen: 

^ j>ni + gVj + ywt 

^0 «Ui+/Vi4-<7Wi 

^ i?Ü2 + gv« + ^2 
euj+Zv^ + ^Wj 



«U3+/V8+^W3 

durch welche Ausdrücke die gestellte Aufgabe gelöst ist. 



§. 95. Gleichungen für die Winkel einer KrystaUkante mit den Äzen- 

richtungen« 

Es seien, Fig. 285, X, Y, Z die Endpunkte der Axenrichtungen 
und S der Pol des Zonenkreises [uvw]. Ist ferner P der Pol des gröss- 
ten Kreises SJT, also die Seite PS uiid der Winkel PSJT gleich 90», 
so hat man in den sphärischen Dreiecken PÄJT und PSZ 
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cos PT = sin 8T cos P8Y — sin 8Y cos QJTST — PfifJT) = 
= sin SFcos (JCSY - 90») = sin ST sin JCSF, 

cos PZ = sin SZ cos PiSZ= sin «Zbos(360»— PSJr-.ZSJr)= 
= sin fifZ cos C270» - ZSX) = — sin 8Z sin ZS-T. 

Da aber P ura 90^ von 8 absteht, so muss P ein Punkt des 
Zonenkreises [nvwj sein, und dem %. 91 zufolge mit Rücksicht darauf, 
dass PJr=9(fi ist, der nachstehenden Gleichung genügen: 

yb cos PT-^ WC cos PZ= 

Setzt man in diese Gleichung für cos PY und cos PZ die früher 
gefundenen Werthe, so erhält man 

- sinSF siuÄZ 

VÖ — . r^r^*^ = WC 



sin Z8X ~ " sin JESF 

Auf die nämliche Weise würde aber die Betrachtung des Poles 
des grössten Kreises 8Y die folgende Gleichung geben: 

sin 8Z sin SJT 

WC—; — ^^^ == na 



sinJTSY ~ sin Y8Z 

welche mit der früheren vereinigt die Doppelgleichung 

%\n8X ^ sinSF sin SZ 

sm Y8Z sm ZSX sm XSY ^ -' 

gibt. Drücken wir in dieser Gleichung und in der ebenfalls richtigen 
Gleichung 

FSZ+ZÄJT+XSF =360» (2) 

diese Winkel durch die Axenwinkel und die Winkel 8X^ 8Y^ SZ aus, 
was ja mit Hilfe der sphärischen Dreiecke leicht möglich ist, so geben 
uns die Gleichungen (1) und (2) drei Gleichungen zwischen den Win- 
keln, welche eine Kante mit den Axenrichtungen bildet und zwischen 
ihren Indices und den Elementen. Man kann daher aus diesen Glei- 
chungen auch die Winkel SJT, SF, SZ mit Hilfe der Indices und Ele- 
mente bestimmen; zur Berechnung des Verhältnisses der Indices oder 
der Axenlängen genügt natürlich schon die Gleichung (1). 

Konstruirt man sich ein Parallelopiped, Fig. 286, dessen eine 
Diagonale mit 08 und dessen drei Kanten OjS", OK^ OL mit den 
Axenrichtungen zusammenfallen, so hat man, wenn OQ die Durch- 
schnittslinie der Ebenen LOS und KOH, N aber der Kreuzungspunkt 
der Kreise ZS und XY ist, offenbar 

SOG ^ NX, KOG = NY 
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EBernach erbslt man leicht mit Berüchsiditigung der Olei- 
chmigen (1) 

OK sin HOG sin NJT sin NJ T sin JV5 
OS ~ sin KOG ~ sin NT' ^ sin NS' ' sin NT 
^ sin NSJT sin STJT _ sin JVSX sin /Sr^ 

sin ÄJTF • sin NST ~ sin ASF * sin SJTT 

sin ZS^ sin SJT yb 



sin rSZ • sin ÄY na 

und auf ähnliche Weise 

OL wo 



OH ~ ua 
Wir können somit, wenn T einen konstanten Faktor bedeutet, 
setzen 

OH^ r.ua, 0K=: T.Yb, ' OL = T.wc 

welche Gleichungen uns auf eine einfache Weise die Richtung einer 
Kante mit Hilfe ihrer Indices für ein "gegebenes Axensystem kon- 
struiren lehren, 

$. 96. Tessorales System. 

Da in diesem Systeme die Axenwinkel lantm* rechte sind , so 
müssen die Endpunkte JT^ 7, Z der Axenrichtungen zugleich auch die 
Pole der grössten Kreise TZ^ ZX^ XY sein, d. h. sie müssen mit den 
Polen IT", F, W der Axenebenen zusammenfallen, Fig. 287. In dem 
sphärischen Dreiecke TJVW werden daher sowohl die Seiten als die 
Winkel rechte sein. In Betreff der Axenlängen haben wir a = ft = c. 

Ist P irgend ein Pnnkt der Sphäre, so findet man aus den sphär> 
rischen Dreiecken C/PTT, VPW 

cos TIP = sin WP cos UWP 

cos VP = sin WP cos PWV = sin WP sin UWP 

und durch Quadriren und Addiren dieser Gleichungen 

cos Z7P2 4- cos FP* = sin TFJP* 

Diese Gleichung kann aber auch auf folgende Art geschrieben 
werden: 

cos JJP^ + cos FP* + cos WP^ = 1 
cos UP^ = — cos (FP + TTP) cos QVP — TFP) 
Cl). . cos FP» = — cos CTrP+ üP)cos(TrP- UP) 
cos TFP» — - cos (CTP -f VP) cos ( UP- VP) 
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Ist aber P der Pol einer Fläche (hJct), so muss dem $. 91 zufolge 

-J-C08 17P=-1. cos FP=-J- cos IFP . . . . (2) 

sein, worans man durch Substitution der Eingangs gefundenen Werthe 
von cos UP und cos VP einerseits 

-Ji- = tan WPiiosUWP 

-f = cot UWP ' 

k 

andererseits aber 

cot WP = -, - - , 

f +'* ! (o 

tani7TrP = -^- 

erhält. Aas der ersten Gleichung (4) findet man aber mit Beräcksich - 
tigung der Crleichangen (2) leicht 

h 



cos UP = 



YhTfk^ + P 



cos rP= , ^ > (5) 

cos Trp= ^ = 

|/A« + jb» -t- P 

Ist ferner P' irgend ein anderer Punkt der Sphäre, Fig. 287, so 
findet man nach den fOr sphärische Dreiecke gehenden Formeln 

CDS PP = cos WP cos WP + sin WP sin WP cos PIFP* 
cos PTTP = cos {TJWP— TJWP^ = 

= cos TJWP cos TJWP + sm TJWP sin TJWP' 
sin Z7P = sin WP cos TIFP sin ÜP' = sin TTP' sin TJWP 
sin FP= sin 1FP sin UWP sin FP' = sin WP sin CTIFP' 

ans welchen Gleichungen durch Elimination 

cos PP" = cos TJP cos TJP* -f cos FPcos FP' + cos WP cos IFP' 

folgt. Ist nun P^ ebenfalls der Pol einer Fläche, etwa von {hfk'V^ so 
können wir in der letzten Gleichung alle Cosinusse rechter Hand mit 
Hilfe der Gleichungen (5) durch die Indices ausdrücken und er- 
halten so 

cos PP' = 7====i 1^=======. 

y Ä« + ifc* + P 1/ä'« -(. ]fc'« ^ Z'» 
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Bestimmnng der Position des Poles einer Fläche 
P(AfcZ). Diese Anfgabe wird durch die Gleichungen (4) gelöst. Der 
Winkel" UWP ist immer nach derselben Richtung von UW aus zu 
zählen, und zwar rechnet man denselben gewöhnlich in der Richtung 
von U nach V als positiv. 

Ist P ein Punkt der Zone UV, so ist WP = 90» und UWP = 
UP; liegt P in UW, so ist UWP j^ 0, liegt P aber in der Zone 
VW, so ist J7TrP = 90«. 

Bestimmung des Normalenwinkels der beiden Flä- 
chen PihkV)\]iU^ P'CA'fc'Z'). Der Werth dieses Winkels ergibt sich 
aus Gleichung (6); ist P* eine der Axenebenen, so kann man auch 
gleich die betreffende der Gleichungen (5) zur Berechnung des gesuch- 
ten Winkels anwenden. 

Bestimmung der Indices einer Fläche P(hkl). Wir 
unterscheiden hiebei folgende Fälle: 

A) Ist die Position des Poles der Fläche P gegeben, so ent- 
halten die Gleichungen (3) unmittelbar die Lösung der Aufgabe. 

B) Sind die Winkel bekannt, welche die Fläche P mit zwei der 
Axenebenen bildet, so berechne man sich mit diesen Winkeln aus der 
betreffenden Gleichung (1) den W inkel, welchen die Fläche P mit der 
dritten Axenebene einschliesst; aus den Gleichungen (2) erhält man 
dann leicht die gesuchten Indices. 

C) Sind die Winkel PF und PF' gegeben, welche P mit den 
zwei bekannten Flächen F und F* bildet, oder aber 

D) ist uns nur ein solcher Winkel P2^ gegeben, dafür jedoch 
das Symbol [uvw] einer Zone bekannt, die durch P geht, so haben 
wir zur Lösung der gestellten. Aufgabe die im §. 103 mitgetheilte all- 
gemeine Methode einzuschlagen. Es sind dort für den gegenwärtigen 
Fall statt A, B, C die Buchstaben U, F, W zu setzen, wobei W der 
Pol des Zonenkreises UV ist* 

$. 97. Hezagonales System. 

In diesem Systeme hat man, wenn JT, F, Z die Endpunkte der 
Axenrichtungen sind, Fig. 288, 

a = ft = (? 
FZ=Z-3r==JirF=|; 

ist daher Tder Pol der Fläche (111), so muss dem $. 91 zufolge 

cos TJr= cos TT= cos TZ 
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und also 

TX= TY=TZ 

sein. In Folge dessen werden die um T liegenden Wmkel der Dreiecke 
TTZ, ZTX, -XTF gleich gross, und zwar gleich 1200 sein müssen. 
Da jedes dieser Dreiecke gleichschenklig iftt, so findet man z. B. aus 
JETF, da sin 60» = Vj Y% ist 

sin TX= — ^ siö -I- (1) 

|/3 2 

für xlen Fall irgend einer anderen Fläche ^hkt) hat man 

4- cos PJr= 4- cos PY = -\- cos PZ 

h k l 

fällt aber der Pol in den grössten Kreis TX^ so wird oflTenbar PT = 
PZ und daher auch fc = ?. Der Pol der Fläche ÄCpgy) liegt also in 
dem Kreise TX und es ist 

— cos PX = — cos BY 
V « 

Nun findet man aber aus dem sphärischen Dreiecke RYT leicht 

cos ÄF = cos TY cos TR + sin TY sin TR cos 1200 

= cos rXcos TB — % sin T^sin TR 

welche Gleichung in Verbindung mit der vorhergehenden, da RX 
gleich TR — TX ist 

tanri? = 2-^^P#-cot TJr . ..... C2) 

gibt. In dieser Gleichung sind aber die Winkel TR und TX von T 
aus nach derselben Richtung zu zählen. 

Ist M der Punkt des Kreises TX, der von T um 90» absteht, 
so wird der linke Theil der letzten Gleichung unendlich ; damit diess 
nun auch der rechte Theil werde, muss |? -f- 2g = sein ; Jf ist also 
der Pol der Fläche JfC2rr). Wie schon aus der Symmetrie hervorgeht, 
wird der Punkt Jf', der im Z.onenkreise TY um 90® von T absteht, 
der Pol der Fläche Jf'Cl2T) sein ; das Symbol der Zone MM* ist 
demzufolge [111]. - . c 

Betrachten wir nun eine Fläche N{r8t\ deren Pol in dem Zonen- 
kreise MM' liegt; so haben wir für denselben die Gleichungen 

1 1 

— cos NX= ~ ,cos iVF= 4- cos NZ ^ 

T. L a u g I Krystallographie. 21 
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Aus den sphärischen Dreiecken MXN und JPTNj in welchen 
die Winkel XMN und TJMPN offenbar rechte sind, erhalten wir aber 

cos NX= cos JOr cos MN = sin TJCcos MN 
cos JVT= cos JfT cos JM;'iV^ = sin TJT cos (120» — MN) = 
= — V2 sin TJTcos MN -\- yj^Z sin JlTsin MN. 

Substituirt man nun diese zwei Ausdrücke in die vorhergehende 
Gleichung, so wird mit Rücksicht darauf, dass r + « + <== 

(3) taniß>r=.^^__^_-^ 

Ist Gt der Pol einer Fläche, die im Zonenkreise MM^ um 90* von 
M absteht, so muss, da tan 90^ = «©, der Gleichung C3) zufolge 
auch r = sein. Gr ist daher der Pol der Fläche COIT), aber auch der 
Pol des Zonenkreises TX, da ja öif = GT = 90» ist. Der Durch- 
schnittspunkt P der Zonenkreise GB, und TN ist der Pol einer mög- 
lichen Fläche, deren Symbol etwa [hlcC) sein sdil. Für diesen Punkt P 
haben wir aber, da das Dreieck PRT offenbar ein rechtwinkliges ist 

tan TR = tan TP cos MTP 
und 

MTP^MN 

Es muss also den Gleichungen (2) und (3) zufolge 

tan TP. tan TJT. cos MTP = 2 ^ "^ 

P + 2J 

tMiMTP= -^-^ 
r|/3 

sein; in diesen Gleichungen können wir aber statt ^, q^ r, s, t leicht die 
Indices der Fläche P einführen. Es muss nämlich der Zonenregel zu- 
folge sein 

und somit, da r -f- * + ' = ö ist 

Ä p(2r — 8 — t) q 

k — l _ 2 0> — g)(.g — Q 8 ~ t 

2A _ jb — Z "" 2 Cp — g) (2r — * — "■ 3r 
sein. Di^se Werthe in die früheren Gleichungen substituirt geben 



tan TP tan T-Tcos MTP = 
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tanJfTP=f-gV^^ ••■^'^ 
2A — Jb — Z 

Multiplizirt man diese Gleichangen mit einander, so gebsQ sie 
tan TPtan HaTsin MTP = ^^TI^Y^, 

Qaadrirt and addirt man nun diese Gleichung und die erste Glei- 
cbong (4), so wird 

Für den Pol P hat man schliesslich die Gleichungen 
tan TP = ViME2g^!±(ÄEl!: cot TX 1 

,^^MTP- (^-OV^ 

tenJfrP= 2A_jfc_, ) 

Ist P der Pol der beliebigen Fläche P{hkt)^ Q aber der Pol einer 
Fläche QJimnp\ weichein der Zone MM' = [111] liegt, so erhält 
man aus dem Dreiecke PQT^ in welchem Q,T gleich dO<' ist, Fig. 289, 

cos PQ = sin TP cos QWP = sin TP ao^üMTP - MTQ) 

Nun findet man aus den vorhergehißnden Gleichungen leicht 

2A - jfc — Z 



cos MTP = 
sin MTP = 






1/2 V^C* - 0« + O ^ 4)* 4- CA-*^)* 

Es muss daher auch mit Berücksichtigung des Umstandes, dass 
w -|- n -}-l> = 

cos J£rQ= , , u ., ^"^ 

y2 \/(n — ^)« -|- (j> ~ my -f (m — n}« 

1/2 V(w — p)2 4- (p _ my + im — ny 

sein. Setzt man nun diese Werthe in die frühere Gleichwig für 
cos PQ, so erhält man nach geeigneter Reduktion 

r,n 3 CAm 4- Jfen + Ip) sin TP 

cos PQ = ^ ^ ' ' /ß^ 

21 ♦ 
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Es seien 'P(hkl) und P'(h*h'V^ zwei Flächen, von denen keine 
ia dem Zonenkreise MAP liegt ; für die Indices der Zone PJP hat man 

und für die Fläche, deren Pol Q der Durchschnittspunkt der Zonen- 
kreise PP* und MM' ist, das Symbol <i(y — w, w — u, u — v). Der 
Gleichung (5) zufolge wird aber sein 

%rn V + w — 2u 

tan MQ = — ' p=r-- 

Cv — w)|/3 

Ist nun Q' der Punkt des Zonenkreises JOf , der von Q um 90® 

absteht, so werden wir zur Bestimmung der Indices ä?, y, z der 

Ebene, deren Pol Q^ ist, die folgenden Gleichungen haben : 

^""if = tan Q'M= tan (,QM+ 900) = — cot MQ 

^ (w — v) |/3 
V -f w — 2u 
Hieraus findet man aber für Q' das Symbol 

Q' (v + w — 2u, w + u — 2v, u 7h V — 2w). 

Q' ist also eine mögliche Fläche in Uebereinstimmung damit, 
dass hexagonale Krystalle nach jeder Fläche parallel , der morpholo- 
gischen Axe isoschematisch sind. Nennen wir nun S den Durchschnitts- 
punkt der Zonenkreise PP und QT, so können wir mit Hilfe der 
Zonenregel leicht das Symbol der Fläche S ermitteln und erhalten so 
iS(uv-}-uw — V* — w*, vw-f-vu — w*— u*, wu+wv — =u* — V*) 
Für die vier tautozonalen Flächen P, P, Q, S muss aber dem 
$. 93 zufolge die folgende Gleichung bestehen: 

sin QPsin/SP _ [" QP i f /SP "| 
sin QP sin SP ~IQP }[ SP } 
Da aber der Bogen SQ oflfenbar gleich 90® ist, so hat man 
r QP 1 r SP 1 _ sin QP cos QP __ ' tan QP 
I'QP^J l SP J ~ sin QP cos QP ~ tan CQP+ PP') 
und wenn wir die im linken Tfieile dieser Gleichung angedeuteten Ope- 
rationen wirklich ausführen 
tan QQP 4- PPO = 

(AA' 4- *jfc' + lil CA + fc + ZJ (A' -I- fc' 4. iO — I 

- (A- + fe- + i'T (ft^ + ^' + P) L n O P 

CAA' + kk' -f Z^O CA + & + (A' + jb' + iO — { ^"^ "^-^ 
— (A + ifc + Z)« (A'2 + Jfc'« + f «) 
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Addirt und subtrahirt man von dieser Gleichang 

tan QP = tan QP 

und dividirt die so erhaltenen zwei neuen Oleichangen durch einander, 
so wird 

sin (2QP4-PP') = 






Bestimmnng der Position des Poles einer Fläche 
P(Jikt), Da wir in diesem Systeme die Lage eines Poles P durch den 
Bogen rP=CJll) (AH) und den Winkel MTP= (2TT)(111)CAW) 
bestimmen, so geben uns die Gleichungen (1) und (5) die Lösung die- 
ser Aufgabe, falls der Axenwinkel J gegeben ist. Der Winkel MTP 
ist von MT aus immer nach derselben Richtung zu zählen, und zwar 
rechnet man die positiven Winkel in der Richtung von Jf(2TT) nach 
Jbr(i2I). 

Ist P eine Fläche der Zone TMy so können wir auch die spezielle 
Formel (2) benützen, wenn aber P in die Zone MW entfällt die 
Formel (3). In dem letzten Falle brauchen wir den Axenwinkel | 
nicht zu kennen. 

Bestimmung des Normalenwinkels zweier Flächen, 
wenn die Indices der letzteren und der Axenwinkel | ge- 
geben sind. Nach der Lage der zwei Flächen unterscheiden wir hier 
folgende Fälle: 

A) Ist der Winkel zweier Flächen N(r8f) und N'(r^sH'') zu be-» 
stimmen, welche in der Zone MM* = [Hl] liegen, so berechne man 
dich aus Gleichung (3) die Grössen JfiVund MN' und hat dann einfach 
NN* == MN* r^ MN^ wo das Zeichen (n^ bedeutet, dass das Kleinere 
vom Grösseren abzuziehen ist. Hiezu ist also die Kenntnis des Axen- 
winkels J nicht nothweudig. 

B) Um den Winkel zweier Flächen P{hkt) und P(h*k'V^ zu 
finden, welche mit der Fläche (1 1 1) in einer Zone liegen , berechne 
man sich aus Gleichung (1) und (5) die Grössen TP und TP'; es ist 
dann PP = TP' oo TP. 

C) Liegt von den zwei Flächen P(hkl) und Q(mnp) die zweite 
in der Zone MM' = [UlJ, so gibt die Gleichung (6) den gesuchten 
Werth des Winkels PQ, wenn man zuvor die Grösse TP mit Hilfe 
der Gleichungen (1) und (5) bestimmt. 
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D) Um allgemein den Winkel zweier Flächen, P(hkt) und 
P*{h*yV^ zu finden, von denen keine in der Zone MM* liegt, könnte 
man die Gleichung (7) benützen; die unbekannte Grösse P^ dieser 
Gleichung ergibt sich nämlich aus Gleichung (6), da Q, den Darch- 
schnittspunkt der Zonen PP' und MM bedeutet. Liegt P* zwischen 
P und Q , so wird der Werth von PP' aus Gleichung (7) negativ. 
Der Gleichförmigkeit der Rechnung wegen dürfte sich jedoch die nach- 
folgende Methode zur Berechnung des Winkels PP* empfehlen. 

M^n bestimme sich mit Hilfe der Gleichungen (1) und (5) die 
Grössen TP und TP', ferner die Indices der Fläche Q{rnnp)^ welche 
in den beiden Zonen PP* und MM* = f 111] liegt; die Gleichung (6) 
gibt alsdann die Winkel Q,P und QP, und man hat schliesslich nur 
PP = QP (Vi QP zu machen. 

Bestimmung der Indices einer Fläche, wenn der 
A^enwinkel £ bekannt ist. Natürlich müssen zur Bestimmung 
der Indices einer Fläche zwei Daten gegeben sein, wobei wir die fol- 
genden Unterscheidungen machen wollen. 

A) Die Indices einer Fläche P(JikV)^ deren Position durch die 
Grössen TP und Jf TP bekannt ist, ergeben sich mit Rücksicht auf 
Gleichung Cl)a«$ den Gleichungen (4), deren vollständige Auflösung 

A k 

nach -j- und -j keine Schwierigkeit darbietet. Da aber diesen Glei- 
chungen zufolge die Ausdrücke tau TP . tan TX . cos MTP und 

— -pzz- tan MTP rational sein müssen, so wird man für dieselben nicht 

1/3 ' 

unnaittelbar die durch Beobachtung oder durch Rechnung aus anderen 
beobachteten Grössen ermittelten Werthe zur weiteren Berechnung von 

A k 

-j- und -j- verwenden, sondern diejenigen nicht allzu hohen rationalen 

Zahlen benützen, welche diesen Werthen am nächsten kommen. 

B) Sind die Winkel PF und PF* gegeben, welche die Fläche 
P(hkl) mit den zwei bekannten Flächen F und F bildet, oder aber 

C) ist uns nur ein solcher Winkel, PF etwa, gegeben, dafür 
aber das Symbol [u, v, w] einer Zone bekannt, die durch P geht, so 
haben wir zur Losung der gestellten Aufgabe die im §. 103 angegebene 
allgemeine Methode einzuschlagen, woselbst die Buch^aben T, if, JT 
dieselbe Bedeutung haben, in der sie in diesem Paragraphe gebraucht 
sind, also die Pole CHI), (211), (121) bedeuten. 

Bestimmung des Axenwinkels | aus dem Winkel 
zweier Flächen, derenlndice^ gegeben sind. Liegea die zwei 
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Flächen in der Zone MM\ so ist die Lösung dieser Aufgabe hieraus 
nicht möglich, da ja die Winkel dieser Zone sämmtlich von £ unabhän- 
gig sind; die Lösung ist vielmehr nur in folgenden Fällen möglich: 

A) Ist der Winkel TP der Flächen P(1det) und TQiil^ ge- 
geben y SO erhält man |, indem man aus der ersten Gleichung (S) die 
Grösse Hyberechnet und in die Gleichung (1) substituirt. 

B) Ist der Winkel PQ der Flächen P(Iikr) und Q(mnp) gegeben, 
WO Q in der Zone JlOf = [111] liegt, so gibt die Gleichung (6) den 
Werth von TP und die Gleichungen (5) und (1) wie früher den 
Winkel {. 

C) Um aber aus dem Winkel PP* der Flächen (Afc/) und PX*'*''') 
von denen keine in der Zone MM* = [111] liegt, den Axenwinkel zu 
finden, bestimme man die Indices der Fläche QCmnp), deren Pol der- 
jenige Darchschnittspunkt der zwei Zonenkreise PP* und MM' ist, der 
auf derselben Seite von P' liegt wie P, für welchen also der Ausdruck 

[P'Q 1 
jj^j^ positiv ist. Hat man alsdann aus Gleichung (8) den Werth 

von QP berechnet, so geben die Gleichungen (6), C^) und (1) s^ic- 
cessive TP, rjTundg. 

$. 98. Tetragonales System. 

Sowie im tesseralen Systeme sind auch im tetragonalen die Pole 
CT, F, TT der Axenebenen, Fig. 290, zugleich die Endpunkte der Axen- 
richtungen, und in dem Dreiecke UVW, daher sowohl die Seiten als 
auch die Winkel gleich 90*^. Von den Axenlängen ist b = a. 

Wir werden dem Gesagten zufolge ebenso wie im tesseralen Sy- 
steme für jeden Punkt P der Sphäre die Gleichungen 
cos Crp^ = — cos (FP + TTP) cos (FP— TFP) 1 
cos VP^ = — cos (.WP-^- UP) cos (TTP - UP) ... (1) 
cos TFP2 = — cos (J7P+ VP) cos (,UP— VP) ] 

haben. Ist aber P der Pol ein^r Fläche (hkt), so muss 

4- cos UP= -^ cos FP = 4- cos TTP (,2) 

h k l 

sein. Aus den Dreiecken PCTTFund PFTT erhält man leicht 

cos UP = sin WP cos UWP 
cos VP = sin TFP sin UWP 

welche Werthe in die Gleichungen (2) substituirt die neuen Glei- 
chungen 
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(3) 



h n 

-r = — tan WP cos UWP 
l c 



= cot UWP 



andererseits aber 



cot WP = 



(4) 



V'A^+Jfc« 



a 
c 



' tan UWP = -~ 
n 



geben. 

Für die zwei Flächen P(AW) und QC/wnO), von welchen die 
letztere in die Zone UV= [001] fällt, hat man aus dem Dreiecke PQW 

cos QP = sin WP cos QTTP = sin WP cos (ZZTTP — UWQ) 
und daher mit Berücksichtigung der zweiten Gleichung (4) 

hm -j- kn 



C5) cos QP = 



C6) 



\/h^ + k^\^m^ + n^ 
Spezielle Fälle der letzte» Gleichung sind 

h 



sin WP 



cos UP = 



Icos VP 



l/A« + ife« 



sin WP 



sin TFP 



V^A»+fc2 

Sind P(hkl^ und P^A'^'^O zwei beliebige Flächen, Fig. 290, so 
hat man für die Indices des Zonenkreises PP bekanntlich 

u = ifcZ' - lk\ V = ZA' - hl\ w = hk'—kh'; 

der Durchschnittspunkt dieses Zonenkreises mit dem Kreise UV = 
[001] ist der Pol der Fläche QCvüO), der Punkt Q' aber, welcher in 
dem letzten Zonenkreise um 90® von Q absteht, der Pol der Fläche 
Q'(uvO), da ja für denselben 

tan UWQ' = tan (90 — UWQ^ = — cot UWQ 

sein muss. Demzufolge ist ferner der Durchschnittspunkt S der Zonen- 
kreise PP und Q'W der Pol der Fläche SC— uv, — vw, u« -f- v*). 
Für die vier tautozonalen Flächen P, P', Q, 8 muss aber nach $. 93 
die Gleichung bestehen 

sin QP sin SP" _ [ QP 1 [SP' 1 
sin QP' sin SP ~l QP" Jl SP' ] 

Nun ist aber der Bogen QS offenbar = 9(fi, folglich 
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rQPl r SP' -\ __ sin QP cos QP' tan QP 

{."QP^l l SP 1^ sin QP cos QP ~ tan iQP + PP') 
und wenn man die Symbole wirklich berechnet 

tanC<2P+PP )-(ÄÄ4:jfcfc'-f K')Zi'-(A'«4.Jb'«+Z'»)P **° ^^ ' '■'^^ 
Addirt und subtrahirt man von dieser Gleichung 
tan QP = tan QP 
so findet man durch Division der so erhaltenen zwei Gleichungen 
schliesslich 

sin(2QP + PP0 = 

Bestimmung der Position des Poles der Fläche 

PfAfeZ). Hiezu muss natürlich das Axenlängen- Verhältnis — bekannt 

sein; dann ist die Aufgabe durch die Gleichungen (4) gelöst. Der 
Winkel UWP ist immer nach derselben Richtung von UW wegzu- 
zählen, und zwar rechnet man denselben positiv in der Richtung von 
U(iO(i) nach FCÖIO). 

Ist P ein Punkt der Zone UV^ so wird WP = 90« und 
UWP= UP. 

Bestimmung des Winkels zweier Flächen, wenn die 
Indices der letzteren und das Verhältnis der Axen- 
längen ax c bekannt sind. Wir haben hier die folgenden Fälle : 

A) Der Winkel, welchen die Fläche P(hkt) mit einer der Axen- 
ebenen bildet, ergibt sich aus den Gleichungen (4) und (6). 

B) Zur Berechnung des Winkels zweier Flächen P^hkl) und 
Q(mnO), wo Q in der Zone UV liegt, dient die Gleichung (5), nachdem 
man den Werth von WP aus der ersten Gleichung (4) gefunden hat. 

C) Um allgemein den Winkel zweier Flächen P(hkl} und PQh'k^P). 
zu bestimmen, von denen keine in die Zone UV fällt, kann man aus 
den Gleichungen (4) und (5) den Bogen QP bestimmen, wo Q(mnO) 
der Durchschnitt der beiden Zonen PP' und UV ist j die Gleichung 
(7) gibt alsdann mit positivem oder negativem Vorzeichen den Werth 
von PP . Der gleichförmigeren Rechnung wegen kann man jedoch mit 
Vortheil den nachfolgenden Weg zur Berechnung von PP^ einschlagen. 

Man bestimme die Indices der Fläche Q, welche in deü beiden 
Zonen PP' und UV liegt und berechne aus der ersten Gleichung (4) 
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die Grössen WP und TFP'; die Gleichung (5) gibt alsdann QP und 
QP', und man hat schliesslich nur PP^ = QP* ro Q,P zu setzen, wo 
das Zeichen ro bedeutet, dass der kleinere Bogen vom grösseren sub- 
trahirt werden soll. 

Bestimmung der Indices einer Fl8>che P{hkl\j wenn das 
Verhältnis a:cbekanntist. Die zur Bestimmung der Indices einer 
Fläche nothwendigen zwei gegebenen Grössen können sein : 

A) Die Position der Fläche P; die Indices ergeben sich dann 
sogleich aus den Gleichungen (3). 

B) Die Winkel, welche die Fläche P mit zwei der Axenebenen 
bildet; man berechne sich aus der entsprechenden Gleichung (i) ^^^ 
Neigung von P zur dritten Axenebene und findet alsdann die Indices 
unmittelbar aus den Gleichungen (2). 

C) Sind die Winkel PF und PF* gegeben, welche P mit den 
zwei bekannten Flächen F und F^ bildet, oder aber 

D) ist nur ein solcher Winkel, PPetwa, gegeben, uns jedoch 
das Symbol [uvw] einer Zone bekannt, welche durch P geht, so ergibt 
sich die Lösung der gestellten Aufgabe nach der im %. 103 angegebenen 
Methode. Es sind dort für den gegenwärtigen Fall statt T, Jf, M' die 
Buchstaben !F, 17, Fzu setzen, wobei TT der Fol von UVh&t. 

Bestimmung des Verhältnisses der Axenlängen a\e 
aus dem Winkel zweier Flächen, deren Indices bekannt 
sind. Die Auflösung dieser Aufgabe wird unmöglich, sobald die zwei 
Flächen in der Zone {/Fliegen, da alle Winkel dieser Zone von dem 
Verhältnisse a : o unabhängig sind. Die verschiedenen Fälle sind: 

A) Ist der Winkel TTP der Flächen P(hkt) und TTCOOl) gege- 
ben, so erhält man a : c unmittelbar ans der ersten Gleichung (O* 

B) Kennen wir die Neigung QP der Fläche P(hM) zu einer 
Fläche Q(mnXi) der Zone UV^ so finden wir aus Gleichung (5) die 
Grösse TTPund hiermit aus der ersten Gleichung (4) das Verhältnis a:c. 

C) Um aber aus dem Winkel PP' zweier Flächen P(hkr) und 
P'(h*k'l*% von denen keine der Zone UV angehört, das Verhältnis 
a: c zü berechnen, ermitteln wir zuerst die Indices der Fläche Q(mnO) 
deren Pol derjenige Durchschnittspunkt der zwei Zonenkreise PP* und 
MM' ist, der auf derselben Seite von P' liegt wie P, für welchen also 

p,p positiv ist. Indem man alsdann aus Gleichung (8) den Werth 

von QP bestimmt und in Gleichung (5) substituirt, erhält man die 
Grösse WP und mit derselben aus der ersten Gleichung (4) sohliess- 
lich a : c. 
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§. 99. BhombisclLei System. 

Da in diesem Systeme die Axenebenen auf einander senkrecht 
stehen, so sind die Pole ?7, F, W derselben zugleich die Endpunkte 
der Axenrichtungen, und in dem Dreiecke UVW sind daher die Seiten 
und die Winkel gleich 90», Fig. 291. 

Für jeden Punkt der Sphäre werden aber wie im tesseralen und 
tetragonalen Systeme die folgenden Gleichungen bestehen mQssen : 



cos UP^ = ~ cos CVP + WP.} cos CVP — WP^ 
cos VP^ = — cos aWP -f UP) cos (^WP — UP) 
cosTTP' = — cos dUP^ VP) cos CUP— VP) 



CD 



Ist nun P zugleich der Pol der Fläche P(hkl), so haben wir 

cos WP (2) 



~ cos CTP= 4- cos VP = 
n n 



aus welchen Gleichungen, da den beiden Dreiecken PUW und PVW 
zufolge 

cos UP = sin WP cos UWP 1 

cos FP = sin »TP cos CTIFPJ ^^^ 



sein muss, man leicht 



tan ?7TrP=-^4- 



cot WP = 



sin UWP 



C4) 



h 

T- COS UWP = r- 

c h c k 

erhält. 

Liegen die beiden Flächen P(AH) und P(h*k'V) in einer Zone 
mit TFVOOl), so ist offenbar der Winkel UWP gleich UWP' und die 
zweite Gleichung (4) gibt daher 

cot TFP W W 



cot WP 



hV 



kV 



welche Gleichung anders geschrieben in die erste der folgenden Glei- 
chungen übergeht: 



tan WP == 

tan vq; = 

tan UR = 



Ih 

kV_ 

k'l 

h'k 



tan ]FPr= 

tan FQ = 
tan UR = 



W 



Vk 
kh' 
k'h 
hV 
h'l 



tan WP 
tan VQ 
tan ÜB 



C5) 
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Die zwei letzten dieser Gleichungen erhalten wir nämlich, wenn 
wir einmal zwei Flächen QQhkt) und Q'iji'k'V^ betrachten , die mit 
F(010) in einer Zone liegen, das anderemal aber zwei mit CTflOO) 
tautozonale Flächen E(Jikl) und R'(h*k'V) ins Auge fassen; was von 
der einen der Axenebenen W gilt, muss ja auch für die Axenebenen 
U and V gelten, da wir ja jeder der Axenebenen das Symbol COOl) 
ertheilen können. 

Addirt und subtrahirt man von der ersten Gleichung (5) die 
Gleichung 

tan WP = tan WP 

und dividirt die beiden so gewonnenen Gleichungen durcheinander, so 
erhält man die erste der nachfolgenden Gleichungen, die sich alle auf 
die nämliche Art ableiten lassen: 

jsin i^WP + PP^ = §t^ sin PP' = f±| «, pj. 
(6) . /sin (2Fe + «QO = ^^ sin QQ> = ^±^, sin QQ 
'sin i2UB + MB':, = ^i^. sin EB' = ^^ sin RH' 

In den Gleichungen (5) und (6) sind die Winkel PP'^ QQ', JRÜ* 
offenbar mit negativen Zeichen zu nehmen, falls die Pole P*, ©', Ä' 
zwischen den Polen P, Q, It und den Polen der betreflFenden Axen- 
ebenen liegen. 

Bestimmung der Position des Pole& P(hkl), "wenn das 
Verhältnis der Axenlängen a:b:c gegeben ist. Man be- 
rechne aus der ersten Gleichung (4) zuerst den Werth von UWP^ 
dann gibt die zweite Gleichung (4) auch noch den Werth von WP^ 
Der Winkel UWP ist immer nach derselben Richtung, und zwar posi- 
tiv von ?7(100) nach FfOlO) zu zählen. 

Fällt P in die Zone Z7F, so ist natürlich WP = 900; liegt P in 
der Zone UW, so ist UWP = 0, liegt P aber in VW, so ist 
UWP = 900. 

Bestimmung des Winkels zweier Flächen, wenn die 
Indices der letzteren und das Verhältnis der Axenlän- 
gen aih \ e bekannt ist. Handelt es sich darum, 

A) den Winkel zu finden, welchen die Fläche P(1ikl^ mit einer 
der Axenebenen bildet, so haben wir die Gleichungen (4) und (3) an- 
zuwenden. Soll aber 
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B) der Winkel PP' zweier beliebiger Flächen P(hkt) und P(h'k'V^ 
gefunden werden, so ist der im $. 102 angegebene Weg einzuschlagen ; 
die dort gebrauchten Buchstaben T, JSf^ 3P sind jedoch durch IT, Z7, V 
zu ersetzen. Da W der Pol der Zone UV ist, so hat man zur Berech- 
nung von PP* nur solche sphärische Dreiecke aufzulösen, in denen 
immer eine Seite oder ein Winkel gleich 90® ist. 

Bestimmung der Indices einer Fläche PQüet) aus 
zwei gegebenen Daten, wenn das Verhältnis a:b \ c be- 
kannt ist. Wir unterscheiden die Fälle: 

A) Ist die Position des Poles P gegeben, so findet man die Indi- 
ces leicht aus den Oleichnngen (4). 

B} Sind die Winkel gegeben, welche P mit zwei der Axenebenen 
bildet, so berechne man sich zuerst aus der entsprechenden Gleichung 
(1) die Neigung von P zur dritten Axenebene und dann aus den Glei- 
chungen (2) die Indices selbst. 

C) Sind die Winkel PF und PF^ gegeben, welche P mit den 
zwei bekannten Flächen F und F^ bildet, oder aber 

D) Ist nur ein solcher Winkel, PF etwa gegeben, uns jedoch das 
Symbol [uvw] einer Zone bekannt, welche durch P geht, so haben 
wir zur Bestimmung der Indices von P die im §. 103 angegebene all- 
gemeine Methode einzuschlagen, wobei die dort gebrauchten Buchstaben 
T, Jf, If' durch TF, CT, Fzu ersetzen sind und TFder Pol von CTFist. 

Bestimmung des Verhältnisses der Axenlängen a:b':o 
aus zwei gegebenen Normalenwinkeln« Die Lösung dieser Auf- 
gabe ist in folgenden speziellen Fällen möglich: 

A) Sind die Indices und die Position einer Fläche FQhkl) gege- 
ben, so findet man aus der ersten Gleichung (3) den Werth von a : 6, 
aus der zweiten aber a : c. 

B) Die Position einer Fläche aus den Zonen VW, WU, UV 
genügt zur Bestimmung des Axen Verhältnisses natürlich nicht, da die 
Position einer solchen Fläche nur von dem Verhältnisse zweier Axen- 
längen abhängt, das allerdings mittelst der Gleichungen. (3) daraus 
gefunden werden kann. Man kann daher das Axeuverhältnis a : b : c 
immer leicht bestimmen, sobald die Positionen zweier bekannten Flä- 
chen P und P die verschiedenen der Zonen FTF, TFCT, UV angehören, 
gegeben sind, 

C) Sind nebst den Indices einer Fläche P(hkl) die Wink«l be- 
kannt, die sie mit zwei der .Axenebenen bildet, so berechne man sich 
aus der entsprechenden Gleichung (1) die Neigung der Fläche P zur 
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dritten Axenebene. Die Substitution dieser drei Winkel in die Glei- 

b e 

chungen (2) gibt dann die gesuchten Verhältnisse — und — . 

cb a 

D) Sind MP und NQ die Neigungen der Flächen P(hkl} und 
QCl^j'r) zu zwei verschiedenen der Axenebenen, die wir allgemein 
mit Jf und ^bezeichnen wollen, so findet man aus diesen Winkeln das 
Axenverhältoift auf folgende Weise. Man berechne sich die Indices der 
Fläche Sf welche in den beiden Zonen MP und NQ liegt^ «id hierauf 
mittelst der entsprechenden der zwei Gleichungen (5) die Winkel MS 
undiVSf. 

In Betreff der Fläche 8 kennt man alsdann das Symbol und die 
Winkel, die sie mit zwei der Axenebenen bildet, und kann daher nach 
der unter C) gegebenen Methode das Verhältnis a : b : c ermitteln. 

E) Ist der Winkel PP" der zwei Flächen P^hkl), P'ik'k'lO 
und der Winkel QQ' der Flächen Q(.pqr\ Q'ip'q'r*} gegeben und 
geht die Zone PjP durch eine der Axenebenen, M etwa, die Zone QQ' 
aber durch eine andere Axenebene N^ so geben, wenn S der Durch- 
schnitt der Zonen PP* und <iQ' ist, die entsprechenden zwei Glei- 
chungen (6) die Werthe von MP und NQ, die Gleichungen (5J aber 
dann die Werthe von MS und JV5, woraus, wie im vorhergehenden 
Falle die Axenlängen nach C) gefunden werden können. 

F) Das Verhältnis der Axenlängen lässt sicti auch ermittelü, 
wenn die Indices und Winkel dreier Flächen P, P , Q einer und der- 
selben Zone [uvwj bekannt sind, Fig. 291. Die Durchschnittspunkte 
dieses Zonenkreises mit den Kreisen VW^ WUy UV sind nämlich die 
Pole der Flächen I/COwv), Jf(wOu), iV(vüO), für welche man nach 
S. 93 die Winkel Pi, PM^ PN ermitteln kann; man kennt dann 
auch die Winkel zwischen i, Jf, iV, da mit Berücksichtigung der Vor- 
zeichen der früheren Winkel 

MN=PN'^PM, LN=PN—PL 

ist. Aus den Dreiecken LNWmA J£2VTF erhält man aber 

cot WL = sin NL cos WNL 
cot TTJf = sin iVJf cos WWJf = sin JVJf cos WNL 
cot NM = sin TOf cos NWM 
und durch Division der zwei ersten Gleichungen mit Berücknchtigung 
der Werthe, die sich für cot WL und cot WM aus der zweiten Glei- 
chung (3) ergeben 

a v sin NM 

"y "u" m NL 
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Dieser Gleichung zufolge gibt die erste Gleichung (3) 

* TTTxn^ ^ ^ sinJVJf 

tan UWN = -r == ^ — t^tt- 

h V sm NL 

ond man findet daher die Axenlängen a, fr, c durch successives Auf- 
lösen der folgenden Gleichungen : 

siniVJf 



tan UWN= — 
sin WM = 



sin Nli 

cos NM 
cos UWN 



— = - — cot WM 

c u 

a V sin NM 



h n sin iVi 

f. 100. ICoftokliniiclies System. 

In diesem Systeme ist die YAxe senkrecht zti den beiden ande- 
ren Axen; auf der Sphäre der Projektion wird daher, wenn Z7, F, W 
die Pole der Axenebenen, JT, F, Z die Endpunkte der Axen sind, V 
mit F zusammenfallen anlkMen, Fig. 292. Da aber letztere Punkte be- 
ziehungsweise die Pole der Zonenkreise UW und JS^Z sind, so müssen 
auch die Punkte {7, TT, X^ Z in einem grössten Kreise liegen. Nun ist 
UZ = 90® und ebenso WXr=^ 90®, daher, wenn wir diese Gleichungen 
addiren und i} den schiefen Axenwinkel bezeichnet 

i| + Ü^Tr=180ö (1) 

wird. Da auch die Winkel OTZund FTJT natürlich gleich 90« sind, 
so findet man für den beliebigen Punkt P der Sphäre aus den Dxei- 
eckenPF-TundPFZ 

cos ZP^ sin VP cos ZVP = sin VP sin UVP 
cos XP= sin VP cos XVP= sin FP sin (UW — UVP) 
= sin VP ün (ly + ÜFP) 

Ist nun P der Pol einer Fläche (Äfcf), somit 

^ cos -ZP= -^ «OS FP= -|- cos ZP . . (2) 
so hat man den vorhergehenden Gleichungen zufolge 

-^sin(ij+«7FP)«=-|-cotFP«=~-sintrFP, ,{3^ 
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also auch 

sin(iy+f7FP) _ ±_ ]^ 
sin UVP ~ a l 

Addirt nnd sabtrahirt man von dieser Gleichung beiderseits 1 
und dividirt die so erhaltenen zwei Gleichungen durcheinander, so fin- 
det man schliesslich, wenn der Winkel S durch die erste der folgenden 
Gleichungen bestimmt wird 

tan = j- 

a l 

tan (uVP + ^) = tan -|- tan (IBS» — d) 

cot FP= -^ A sin (t, 4- UVP^ = i- ^ sin UVP 

Aus den Dreiecken CTPFund TTPF erhält man aber unmittelbar 



(5). . . 

also auch 



cos UP = sin VP cos UVP 

cos WP = — sin VP cos (i/ + UVP^ 



cos TFP _ cos(^-f t7FPj 
cos CTP ~ cos ZJFP 



Addirt und subtrahirt man von dieser Gleichung beiderseits 1, so 
gibt die Division dieser zwei neuen Gleichungen 

ra^ . fTixrji I ^ ^ * ^ . UP-^WP ^ UP—WP 

(6) . tan l UVP-f- -y- 1 = cot -^ tan ^ tan 

Sind P(hkl} und P'CA'&'Z') zwei mit der Fläche FCOlO) tauto- 
zonale Flächen, so ist offenbar der Winkel UVP gleich dem Winkel 
J7FP und daher der letzten Gleichung (4) zufolge 

(7) . . . cot VP= -^ tan VP' = '^ tan VP' 

Dadurch, dass man zu dieser Gleichung beiderseits + ^^ ^^ 
addirt und die zwei so erhaltenen Gleichungen durcheinander dividirt, 
findet man 

in welcher Gleichung der Winkel PP mit negativen Vorzeichen zu 
jiehmen ist, falls P zwischen F und P liegt. 
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Bestimmung der Position des Poles der Fläche 
P(hkV)^ wenn die Elemente (a : ft : c, ly) gegeben sind. Man 
berechne aus der ersten Gleichung (4) den Werth des Winkels ^, 
dann ans der zweiten dieser Gleichungen den Winkel i7FP und schliess- 
lich aus der dritten Gleichung den Bogen VP. Die Stücke VP und 
UVP geben die Position der Fläche -PfAH). 

Der Winkel UVP ist immer nach derselben Richtung von UV 
weg zu zählen, und zwar als positiv in der Richtung von f7(lOÜ) nach 
TFCOOl). Fällt der Pol P in den Zonenkreis UW, so ist VP = 90» 
und UVP = UP^ andererseits ist, wenn P der Zone UV angehört, 
UVP=0, und wenn P in der Zone PTFliegt, UVP=UW= ISO»— i?. 

Bestimmung des Winkels zweier Flächen, wenn die 
Indices der letzteren und die Elemente gegeben sind. Soll 

A) die Neigung der Fläche P(hkl) zu jeder der Axenebenen er- 
mittelt werden, so berechne man sich aus den ersten zwei Gleichungen 
C4) die Werthe von i und UVP) die letzte dieser Gleichungen gibt 
alsdann VP, die Gleichungen (5) aber UP und WP. 

B) Der Winkel PP zweier beliebiger Flächen PQikl) und 
P (h'k*l'^ wird nach der im §. 102 angegebenen allgemeinen Methode 
gefunden; statt der dort gebrauchten Buchstaben T, -3£, -M' sind jedoch 
für den gegenwärtigen Fall F, CT, W zu setzen, wobei V der Pol der 
Zone UWUt. In Folge des letzteren ümstandes gelingt die Berech- 
nung des Winkels PP bloss durch Auflösen solcher sphärischer Drei- 
ecke, in denen immer eine Seite oder ein Winkel gleich 90® ist. 

Bestimmung der Indices einer Fläche P(^Afcr) ^^-^s zwei 
gegebenen Daten, wenn die Elemente bekannt sind. Hiebei 
sind die Fälle zu unterscheiden : 

A) Falls die Position des Poles P gegeben ist, findet man die 
Indices aus der letzten Gleichung (4). 

B) Sind die Winkel gegeben, welche P mit der Axenebene V 
und einer der Axenebenen U und W bildet, so findet man aus der ent- 
sprechenden Gleichung (5) den Werth des Winkels UVP und hiermit 
wie in dem vorhergehenden Falle aus der letzten Gleichung (4) die 

k k 

Verhältnisse-^ und -7-. 
n C 

C) Sind dagegen die Neigungen der Fläche P zu den Axenebenen 
U und W gegeben, so findet man den Winkel UVP aus Gleichung (6) 
und aus der letzten Gleichung (4) dann wieder die Indices. 

D) Sind die Winkel PF und PF' gegeben, welche P mit den 
zwei bekannten Flächen F und F' bildet, oder aber 

▼.Lang, KrystaUographie. ^^ 
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E) ist nur einer dieser Winkel, PF gegeben, dafür aber das 
Symbol [uvwj einer Zone bekannt, die durch P geht, so haben wir 
zur Bestimmung der Indices der Fläche P den im $. 103 angegebenen 
Weg einzuschlagen, wobei die dort gebrauchten Buchstaben T, M^ 1£* 
durch i7, F, TFzu ersetzen sind uud Fder Pol von üfTist. 

Bestimmung der Elemente (a : ^ : c, iy) aus drei Win- 
keln zwischen bekannten Flächen. Die Lösung dieser Aufgabe 
gelingt in den folgenden speziellen Fällen: 

A) Kennt man die Neigungen einer Fläche P(Jikl) zu den drei 
Axenebenen, so erhält man aus der ersten Gleichung (5) den Werth 
von UVP^ aus der zweiten Gleichung aber den Werth von ij, die letzte 

OL C 

Gleichung (4) gibt dann noch die Werthe von -r- und -r- . 



B) Sind die Winkel zwischen drei bekannten Flächen Q, Q,\ R 
der Zone UW und der Winkel PP zwischen zwei mit F(010) tau- 
tozonalen Flächen Pyhkl) und P'(A'fc'Z') gegeben, so kann man eben- 
falls die Elemente berechnen. Nach §. 93 kann man ja die Winkel be- 
stimmen, welche Q mit £7, V und S bildet, wo S der Durchschnitt der 
Zonen VP und UW sein soll und US also gleich UVP ist. Mit Be- 
rücksichtigung der Vorzeichen dieser Winkel hat man dann 

1800 — iy=CrTF=QZ7- QW, U8=UVP= QU — QS 

Die zweite Gleichung (4) gibt alsdann den Werth von ö und die 
erste Gleichung hieraus das Verhältnis c : a. 

Aus dem Winkel PP kann man aber mit Hilfe der Gleichung 
(8) den Winkel VP und mittelst desselben schliesslich aus der letzten 

Gleichung (4) auch noch das Verhältnis -r- oder -r- bestimmen. 



C) Sind P, P\ P" drei bekannte Flächen einer Zone, die dorch 
FCOlO) geht, Q, Q', Q" aber drei bekannte Flächen einer anderen 
Zone, die ebenfalls durch FfOlO) geht, und sind die Neigungen P'P*\ 
Q'Q,'* und PQ gegeben, so findet man aus diesen drei Winkeln die 
Elemente auf folgende Weise, Fig. 293. Man berechne sich mittelst der 
Gleichung (8) die Grössen VP' und VQ", mit denselben aber nach 
Gleichung (7) die Grössen VP und VQ,. 

In dem Dreiecke VPQ kennt man alsdann alle drei Seiten und 
kann daher die Winkel PVQ, und QPV daraus berechnen. Sind nun 
Ä, S die Durchschnitte der Zonen VP und VQ mit der Zone UW, 
ferner T derjenige Durchschnittspunkt der Zonen PQ, und UW^ für 
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[PT 1 
PQ 1 negativ ist, 

so hat man ersichtUch PVQ^R F5, QPV = SPT. 

In dem recktwinkligen Dreiecke PÄT ist somit eine Seite PÄ 
= 90® — VP und die zwei anliegenden Winkel bekannt, und man 
kann somit den Werth von RT daraus ermitteln. Man hat nun in der 
Zone UW drei Flächen 12, 5, T, deren Indices und gegenseitige Nei- 
gungen bekannt sind, woraus mit Hilfe des Winkels PV etwa nach dem 
vorhergehenden Falle B) die Elemente bestimmt werden können. 

D) Kennt man für die Flächen P, Q die Winkel PQ, PV, QF, 
so findet man die Elemente nach der eben beschriebenen Methode. 

S. 101. Triklinisches System. 

Sind f7, F, W die Pole der Axenebenen, JE", Y, Z aber die End- 
punkte der Axenrichtungen, Fig. 294, so hat man, da diese Punkte 
wechselweise die Pole der durch sie gezogenen Zonenkreise sind , wie 
schon im $. 89 gezeigt wurde 

wur.-^ g = uvw -f 1? = FTFcr+ f = iso» . . ci) 

wo £, 17, ^ die Axenwinkel bedeuten. Ebenso ist aber auch 

ZXF4- rW=XYZ+ WU= YZX^ [7F= 1800 

daher die sphärischen Dreiecke ?7FIF und XYZ 6 Gleichungen von 
den folgenden Formen geben: 

S 1/ sin {ß - Wü) sin {S - UV) [ __ 



2 y sin S sin (S - FIF) 



• '• 



cotZE=l/iifLCiiz4)i!5iiziiI} (3) 

2 y sin 8 sin C* — I) 



\robei 5 und « die folgenden Werthe haben. 

8 = i/j {TJWJ^ WU + fTT) 
« = % (1 + 1 + 
Ist P der Pol einer Fläche Qikt), und sind a, 6, c die Axen- 
längen, so hat man 

4-cosXP=Acos rP=4-cosZP ... .(4) 

Aus den sphärischen Dreiecken P4Fund PAZ findet man aber 
leicht 

22 ♦ 
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cos YP = sin UP cos PUY=- sin UP sin WUP 

= sin UP sin (FZ/TT— FZ7P)= sin CTP sin (FZ7P-f ^) 
cos ZP = sin UP cos PZ7Z = sin UP sin T77P 

und wenn man diese Werthe in Gleichung f4) substituirt 
sin (FCTP+g) ^ _^ 
sin FCTP ~ 6 Z 

Addirt und subtrahirt man von dieser Gleichung beiderseits 1 
und dividirt die so erhaltenen zwei Gleichungen durcheinander! so findet 
man durch Einführung des Winkels ^ die erste der folgenden Glei- 
chungen : 

tan ^ == -|- -^, tan (vUP -f -|-) ==tan -|- tan (135» — ^3 
(5)( tan d= -|- i-, tan ^tan WVP^^^ =tan -|" tan(135«— ^J 

tan e = -^ -j^, tan Aan CTTTP-f -|.^ =tan -|. tan(1350— O 

Die zwei letzten dieser Gleichungen Hessen sich auf ähnliche Art 
beweisen, ergeben sich aber auch schon durch blosse Vertauschung der 
Buchstaben, da ja, was für die eine der Axenebenen gilt, in diesem 
Falle auch von den anderen gelten muss. 

Sind i, if, N die Punkte, in welchen die Zonenkreise UP^ ^Pj 
TFP beziehungsweise die Kreise FTF, TFCT, t7"F schneiden, so findet 
man aus den 6 Dreiecken, in welche dadurch das Dreieck UVW ge- 
theilt wird, die folgenden Gleichungen : 

sin VL sin VLP = sin UV sin F17P 
sin WU sin TFCTP = sin WL sin TTiP 
sin WM sin WMP = sin FTF sin TFFP 
sin UV sin ?7FP = sin UM sin UMP 
sin UN sin UNP = sin WN sin UWP 
sin VW sin VWP = sin VN sin VNP 

Addirt man diese, Gleichungen und berücksichtigt, dass 
sin VLP= sin WLP, sin TFJlfP=sin UMP, sin CWP= sin VNP 
ist, so erhält man für jeden Punkt der Sphäre 
C6) . . sin VL sin TFJf sin UN = sin WL sin f7if sin VN 

Bestimmung der Position des Poles der Fläche P(AJfeZ), 
wenn die Elemente (a:5:(?, |, ^, f) gegeben sind. Man berechne 
sich aus den Gleichungen (5) die Werthe von ^, f, NUP, UWP und 
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aus der zweiten Gleichung (3) den Werth von WU^ dann kennt man in 
dem Dreiecke tTTFPdie Seite f/'lFand die anliegenden Winkel UWP und 
TTCrp ===1800 - (FCTP+I) und kann hieraus WP berechnen, welcher 
Bogen in Verbindung mit dem Winkel UWP die Position von P bestimmt. 

Wir bemerken hier noch, dass bei diesem wie bei den folgenden 
Problemen jeder Winkel stets mit dem Vorzeichen in die Rechnung 
einzuführen ist, mit welchem er sich aus einer der Gleichungen (1) bis 
C6) ergeben hat. 

Bestimmung des Winkels zweier bekannter Flächen, 
wenn die Elemente gegeben sind. Wir unterscheiden hiebei 
folgende Fälle : 

A) Der Winkel zwischen zwei Axenebenen ergibt sich aus der 
entsprechenden Gleichung (3). 

B) Den Winkel, den die Fläche P(hkl') mit irgend einer der 
Axenebenen bildet, findet man auf dieselbe Art wie bei der Bestim- 
mung der Position des Poles P der Winkel WP ermittelt wird. 

Sollen alle drei Winkel UP, FP, WP bestimmt werden, so 
wird man aus den Gleichungen ^5) zuerst die Werthe von ^, «, VUP^ 
UWP^ aus den Gleichungen (8) die Werthe von WU und FTF, aus 
dem Dreiecke UVP aber, in welchem WUP = 180» — (FJJP-f J) 
ist, mittelst der Neper'schen Analogien die Bogen UP und fTP be- 
rechnen. In dem Dreiecke VPW kennt man alsdann die zwei Seiten 
VW, PTF und den eingeschlossenen Winkel VWP=^ 180« — (UWP 
-f- f) und kann hieraus schliesslich noch den Werth von VP ermitteln. 

C) Ist jedoch der Winkel PP zweier beliebiger Flächen P(hkl) 
und P(h*k'V^ zu bestimmen, so hat man den im §. 102 angegebenen 
Weg einzuschlagen , indem man statt der dort benützten Buchstaben 
T, Jf, W für den gegenwärtigen Fall TT, CT, V setzt. 

Bestimmung derlndices einer Fläche PCÄWj aus zwei 
gegebenen Daten, wenn die Elemente bekannt sind. Sollen 

A) die Indices aus der Position des Poles P ermittelt werden, 
sind also die Grössen TFPund Z/PTP gegeben, so berechne man aus 
der zweiten Gleichung (3) den Werth von WU und alsdann aus dem 
Dreiecke PWU den Winkel WUP = 1800 — [VUP + S); mit 
Hilfe der Winkel UWP und VtlP kann man alsdann aus den Glei- 
chungen (5) zuerst die Winkel ^ und « und mit diesen die Verhältnisse 

-7- ' und -y- bestimmen. 
l k 

B) Sind die Winkel gegeben, welche die Fläche P mit zwei der 
Axenebenen bildet, so berechne man die Neigung dieser zwei Axen- 
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ebenen aus der entsprechenden Gleichung C3), und kann dann aus dem 
durch die Pole dieser Axenebenen und der Fläche Pgebildeten Dreiecke 
mit Rucksicht auf die Gleichungen (1) zwei der Winkel VUP^ WVP, 
UWP bestimmen, mit Hilfe derer man dann aus den betreffenden 

h l h 

Gleichungen (5) zwei der Verhältnisse -y-, -^, -rz- findet. 

C) Sind die Winkel PF und PF gegeben, welche P mit den 
zwei bekannten Flächen F und JF" bildet, oder aber 

D) ist nur einer dieser Winkel, PF etwa gegeben, dafär aber das 
Symbol [uvw] einer Zone bekannt, die durch P geht, so haben wir zur 
Bestimmung der Indices der Fläche P den im §. 103 bezeichneten Weg 
zu gehen, aber hiebei die Buchstaben T, Jf, M' durch TT, IT, V zu 
ersetzen. 

Bestimmung der Elemente (a : fr : <?, |, 17, ^) aus fünf 
Winkeln zwischen bekannten Flächen. Die Lösung dieser 
Aufgabe gelingt in den folgenden speziellen Fällen, in welchen P, X, 
M,N die Pole der Flächen P(hkt), L(Okl), M(hOl)y N(Okl}, also 
L, Jf, N die Durchschnittspunkte der Zonen PU, PV, PW mit MN, 
NLy LM sein sollen. 

A) Sind die Neigungen FTF, WU^ UV der Axenebenen und die 

Winkel f7P, TTP, welche P mit zwei der Axenebenen , etwa f7, W 

bildet, gegeben, so erhält man aus den Gleichungen (2) die Werthe 

von I, ij, f, aus dem Dreiecke UWP aber die Winkel UWP und 

WUP^ mittelst derer man dann aus den betreffenden Gleichungen C5) 

c h 

noch die Verhältnisse -=- und — findet. 
a 

B) Sind von den Winkeln, welche die Axenebenen mit einander 
bilden, zwei, etwa UW und VW gegeben, und sind die Neigungen 
UP^ VP, WP der Fläche P zu allen drei Axenebenen bekannt, so 
erhält man aus den Dreiecken UPW und VPW die Winkel UWP, 
FTTPund TTFP, da UWV= UWP+ VWP ist, so findet man 
alsdann aus dem Dreiecke UVW die dritte Seite UV und kann somit 
aus den Gleichungen (2) die Winkel |, ij, f, aus den Gleichungen (5) aber 

mittelst der Winkel UWP und WVP die Verhältnisse -^ und — 

b € 

bestimmen. 

C) Sind von den sechs Winkeln FL, WL, WM, UM, UN, VN 
fünf gegeben, so findet man den sechsten aus Gleichung (6) und kann 
alsdann aus dem Dreiecke UVW die Winkel WUV und WVU und 
mittelst derselben a^s den Dreiecken NUW nvid X/F(7 die Werthe der 
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Winkel UWP und VUP bestimmen; die Gleichungen (2) geben 

schliesslich |, % f, die zwei letzten Gleichungen (5) aber — und — 

D) Sind von früheren sechs Winkeln nur vier, wie etwa TTL, 
TTi, WM, UM, dafür aber auch der Winkel UV gegeben , so findet 
man aus dem Dreiecke f7FIFdie Winkel TTf/Fund WVU, aus den 
Dreiecken iFCT^ und JfFCTaber die Winkel VUP und UVP= 180« 
— ( WVP + 1?) und kann somit wiederum mittelst der Gleichungen 
(ji) und (5J die Elemente bestimmen. 

§. 102. Berechnung des Normalenwinkels zweier Erystallfl&chen. 

Bestimmen wir die Position einer Fläche P mit Rücksicht auf den 
Pol Tund den durch denselben gelegten Zonenkreis MT, so ist die Po- 
sition dieser Fläche gegeben durch die Winkel TP und MTP, Be- 
trachten wir den Winkel TP immer als positiv, so müssen wir den 
Winkel MTP für verschiedene Flächen immer nach derselben Rich- 
tung von MT wegrechnen. Will man hiebei Winkel, die grösser als 
180® sind, vermeiden, so kann man für dieselben auch ihre Ergänzung 
zu 360® mit negativen Vorzeichen nehmen. Hiernach wollen wir das 
folgende Problem lösen : 

Aufgabe. Aus den Elementen eines Krystalles und den Indices 
zweier Flächen P, P' den Normalenwinkel PP derselben zu finden, 
Fig. 295. 

Allgemeine Auflösung. Man bestimme die Position der Pole 
P und P\ d. h. die Grössen 

TP, MTP, TP', MTP 

dann kennt man in dem Dreiecke PTP" die beiden Seiten TP, TP^ 
und den eingeschlossenen Winkel PTP =MTPnoMTP, indem 
man den kleineren von dem grösseren Winkel subtrahirt. Man kann 
somit aus diesem Dreiecke die dritte Seite nach den bekannten For- 
meln der sphärischen Trigonometrie berechnen; man hat nämlich für 
dieselbe die Gleichungen 

cos TP 
cosPP = —^ sin(rP4-9>),cot9>=tg TP cos QMTPr^MTP^ 

Spezielle Auflösung. Ist T der Pol einer bekannten Zone 
[JOf'J, st) . kann man den Bogen PP bloss mit Hilfe rechtwinkliger 
Dreiecke auf folgende Weise bestimmen : Man berechne die Indices der 
Fläche Q, welche in den beiden Zonen PP" und MM' liegt, ferner die 
Positionen von P, P, Q, also die Grössen 
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TP, MTP, TP, MTP, TQ = 9{fi, MTQ 

Man erhält alsdann aus den Dreiecken PTQ, und PTQ, die Win- 
kel QPund Q^ nach folgenden Formeln: 

cos QP = sin TP cos (JfTP — MTQ;) 
cos QP = sin TP cos (^MTP — MTQ} 

und hat schliesslich 

PP = QPfx^ QP 

Hiebei ist genau auf das Vorzeichen aller Winkel zu sehen. 
Fallen P und P in die Zone JOf', so hat man einfach, um PP' 
zu finden, die Winkel MTP und 3fTP von einander zu subtrahiren. 

$. 103. Bestimmung der Indices einer Kryitallfläche aus zwei 
bekannten Daten. 

Insoferne die Indices einer Fläche nicht durch die Regeln der 
$$. 92 und 93 bestimmt werden können, beruht ihre Ermittlung auf der 
Lösung der folgenden zwei Aufgaben. Es gelingt nämlich immer, sobald 
die Elemente des Ki7stalies bekannt sind, die Indices einer Fläche P 
zu bestimmen, wenn entweder die Winkel gegeben sind, welche sie mit 
zwei bekannten Flächen bildet, oder wenn der Winkel mit einer be- 
kannten Fläche und das Symbol einer Zone gegeben ist, in welcher 
die Fläche P liegt. In beiden Fällen erhält man aber für die gesuchten 
Indices zwei Systeme von Werthen, indem schon die geometrische An- 
schauung lehrt, dass für den Pol auf der Kugel immer zwei Lagen 
möglich sein werden, welche den gegebenen Bedingungen genügen. Allein 
im Allgemeinen wird nur einer dieser Pole einer möglichen Krystall- 
fläche entsprechen; um aber ganz sicher zu entscheiden, welche Werthe 
der Indices dem betrachteten Falle entsprechen, muss man andere Angaben 
über die Lage der Fläche P und etwa die Regeln des $. 14 za Rathe 
ziehen. Indem wir zur Betrachtung der einzelnen Aufgaben übergehen, 
bemerken wir ausdrücklich, dass, um Irrungen zu vermeiden, die 
beigegebenen Figuren für jeden speziellen Fall hinsichtlich der relativen 
Lage der einzelnen Pole korrigirt werden müssen. 

I.Aufgabe. Gegeben seien die Elemente eines Erystalles, die 
Symbole der zwei Flächen P, F" und die Winkel PP, PPj die sie mit 
einer Fläche P bilden : es sollen die Indices der Fläche P ermittelt 
werden. 

Man bestimme die Positionen der Pole P und P und ihren gegen- 
seitigen Abstand, also die Grössen, Fig. 296, 
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TF, MTF, TF\ MTF", FF" 

durch welche iu dem A TFF* und A PFF alle Seiten bekannt wer- 
den. Man kann daher aus denselben mit Hilfe der Formeln der sphäri- 
schen Trigonometrie die Winkel TFF* und PFF berechnen und kennt 
dann in dem A PTF zwei Seiten FP^ TF und den eingeschlossenen 
Winkel TFP. Aus letzterem Dreiecke erhält man dann tlie Seite TP 
und den Winkel FTP, wodurch, da ja der Winkel MTF schon er- 
mittelt wurde, die Position des Poles P vollkommen bestimmt ist. Aus 
dieser Position kann man nun schliesslich, da die Elemente gegeben 
sind, die Indices der Fläche P ermitteln , wie bei jedem einzelnen 
Krystallsysteme im Vorhergehenden gezeigt wurde. 

2. Aufgabe. Gegeben seien die Elemente eines Krystalles, der 
Winkel PF, den die Fläche P mit der bekannten Fläche F bildet, 
und das Symbol [uvwj einer Zone, die durch die Fläche P geht; es 
sollen die Indices der Fläche P ermittelt werden. 

Man bestimme zuerst die Indices der Flächen Q und 12, deren 
Pole die Durchschnittspunkte der Zone [uvw] mit den Zonen \FT\ 
und [MTl^ sind, und berechne die Positionen der Pole F, Q, 22, welche 
durch die Grössen, Fig. 297, 

TF, MTF = MTQ,, TQ, TB 

gegeben sind. Aus dem A QRT, in welchem man dann zwei Seiten 
TQ,y TR und den eingeschlossenen Winkel Q,TR kennt, erhält man 
den Winkel TQfi, wodurch in dem Dreiecke PQT zwei Seiten PF, 
FQ, und der der ersteren gegenüberliegende Winkel PQJt gegeben 
sind. Hiedurch findet man den Winkel PFQ, welcher in dem A PTF 
von den bekannten Seiten PF und TF eingeschlossen ist. Letzteres 
Dreieck gibt daher die Seite TP und den Winkel PTF, wodurch mit 
Rücksicht auf den ebenfalls bekannten Winkel MTF die Position des 
Poles F gegeben ist. Aus der Position des Poles einer Fläche findet 
man aber deren Indices nach den bei jedem einzelnen Krystallsysteme 
angegebenen Regeln. 

S. 104. Berechnung der Zwillingskrystalle. 

Nebst den im Vorhergehenden behandelten Problemen kommen 
bei der Berechnung der Zwillingskrystalle noch die zwei neuen Pro- 
bleme vor: erstens den Winkel, welchen eine beliebige Fläche des 
einen Individuums mit einer beliebigen Fläche des zweiten Individuums 
bildet, zu berechnen, und zweitens aus zwei solchen Neigungswinkeln 
die Indices der Zwillingsfläche zu bestimmen. Das zweite Problem kann 
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aber in dieser Allgemeinheit nicht gelöst werden, seine Lösung gelingt 
vielmehr nur in den später angegebenen Fällen. 

Indem wir die beiden Zwillingsindividaen immer auf Axensysteme 
beziehen, die durch korrespondirende Flächen gebildet sind, werden die 
Elemente für beide Individuen dieselben: korrespondirende Flächen 
fallen ja zusammen, wenn von den im Gleichgewichte gedachten Zwil- 
lingsindividnen das eine um die Normale der Zwillingsfläche eine Dre- 
hung von 480® erleidet. Nach dieser Bemerkung gehen wir auf die Be- 
trachtung der einzelnen Aufgaben über, auf welche uns die angegebenen 
zwei Probleme führen. 

1. Aufgabe. Wenn die Elemente eines Zwillings und die Indices 
der Zwillingsfläche Q gegeben sind, den Winkel der zwei korrespondi- 
renden Flächen 12, r zu bestimmen. 

Nach dem schon im $. 30 Gresagten muss der Pol von Q den Ab- 
stand der Pole R und r halbiren ; es ist daher i2r=2^Ä. Der Winkel 
QR kann aber leicht nach §. 102 gefunden werden, da nebst den Indi- 
ces die Symbole von Q und R bekannt sind. 

Ist r' die zu r entgegengesetzte parallele Fläche, so muss auch r^ 
in der Zone [ÄQrJ liegen, und es ist daher Rr' = 180® — Rr. 

2. Aufgabe. Gegeben seien die Elemente eines Zwillings und die 
Symbole der Zwillingsfläche Q, der Fläche R des ersten und der Fläche 
s des zweiten Individuums, es soll der Winkel Ra der zwei letzten 
Flächen gefunden werden, Fig. 298. 

Man berechne zuerst nach $. 102 die Winkel QS, QÄ, Si2, wo 
8 die korrespondirende Fläche zu a ist. Aus dem A QRS findet man 
dann den Winkel Q^R^ welcher in dem grossen A RSs von den be- 
kannten Seiten RS und Ss = 2QJ3 eingeschlossen wird. Aus dem 
letzten Dreiecke kann man somit die Seite Rsy welches der gesuchte 
Winkel ist, berechnen. 

3. A u fgabe. Bekannt seien an einem Zwillinge die Symbole der 
Flächen JK, S, deren korrespondirende Flächen r, s sind, ferner das 
Symbol einer Fläche F in der Zone [Rr] und das Symbol einer Fläche 
O in der Zone [Ss], Es sollen die Indices der Zwillingsfläche ermit- 
telt werden, Fig. 298. 

Aus den gegebenen Daten berechne man die Symbole der Zone 
[FRr] und der Zone [OSe], und mit Hilfe derselben die Indices der 
Fläche Q, welche ja in diesen beiden Zonen liogen muss. Es ist hiebei 
oflfenbar gleichgiltig, ob die Flächen F und Q demselben Individuum 
angehören oder nicht, 






4. Aufgabe. Gegeben seien an einem Zwilling^4^6Elej^eM«5'^2>^.^ 
das Symbol der Fläche 22, ihre Neigung Rr zu der korrfespon<JUwl^ k 
Fläche r und das Symbol einer Fläche F in der Zone [Rr]: es'si4m^^' '^ 
die Indices der Zwillingsfläche Q, zu ermitteln, Fig. 298. 

Man kennt in diesem Falle den Winkel QR = ^/^ Rr und das 
Symbol der Zone [^ÄJ'J, berechnet man sich nun für die beliebigen 
Flächen J5", J der letzteren Zone die Winkel HR und JjB, so kann 
man die Indices von Q mit Hilfe der Regeln des §. 93 erhalten. 

5. Aufgabe, Gegeben seien für einen Zwilling die Elemente, die 
Symbole der Flächen Ä, Ä, deren korrespondirende Flächen r, s sind, 
ferner das Symbol einer Fläche F in der Zone [-Br] und der Winkel 
Ss^ es soll das Symbol der Zwillingsfläche Q gefunden werden, Fig. 298. 

Für die Fläche Q, kennt man also den Winkel Q,8 = y^ Ss^ den 
sie mit der Fläche 8 bildet und das Symbol einer Zone [QJ7J |, welche 
durch sie hindurchgeht; ihre Indices können somit nach $. 102 hieraus 
ermittelt werden, da auch die Elemente gegeben sind. 

6. Aufgabe. An einem Zwillinge seien bekannt die Elemente, 
die Symbole der Flächen Ä, S und die Winkel Rr und Sr, wo r die 
korrespondirende Fläche von 8 ist, es sollen hieraus die Indices der 
Zwillingsfläche Q bestimmt werden, Fig. 298. 

Da man die Winkel kennt, welche die Fläche r mit den zwei Flä- 
chen i2, 8 des ersten Individuums bildet, so kann nach §. 103 das 
Symbol von r mit Bezug auf das erste Axensystem und mittelst des- 
selben nach §.91 der Winkel Rr = 2QÄ berechnet werden. Da sich 
aus den Symbolen von R und r auch das Symbol der Zone [-BQ^] be- 
rechnen lässt, 80 findet man die Indices von Q, nach $. 93, indem man 
erst für zwei beliebige Flächen iJ, J der letzteren Zone die Winkel 
RH und RJ ermittelt. 

7. Aufgabe. Gegeben seien für einen Zwilling die Elemente, die 
Symbole der Flächen Ä, 8 des ersten Individuums, das Symbol der 
Fläche t des zweiten Individuums und die Winkel Rt undSf: zu bestim- 
men sind die Indices der Zwillingsfläche Q, Fig. 299. 

Da man die Winkel Rt^ 8t und die Elemente kennt, so kann man 
nach §. 92 die Indices von t mit Bezug auf das erste Axensystem er- 
mitteln. Man berechne dann nach §. 102 den Winkel Tt = 2Q,T^ wo 
T die korrespondirende Fläche von t ist und daher dasselbe Symbol für 
das erste Axensystem hat, wie t für das zweite Axensystem, welches 
Symbol ja gegeben ist. Man kennt also auch das Symbol der Zone 
{T^t\ und findet die Indiqes der Fläche ^ wieder nach §. 93^ indem 
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man zuerst für zwei beliebige Flächen J7, / dieser Zone ihre Neigungen 
zur Fläche T bezeichnet. 

8. Aufgabe. Es seien an einem Zwillinge gegeben die Elemente, 
die Symbole der zwei Flächen -B, S und ihre Neigungen i2r, Ss zu den 
korrespondir enden Flächen r, «, es sollen die Indices der Zwillingsfläche 
Q bestimmt werden» 

In diesem Falle kennt man die Neigung der Fläche Q zu den bei- 
den Flächen -B, S, da ja QÄ = Vz ^r> QS = V« S9, man findet 
somit die Indices von Q durch Anwendung des %. 103. 

§. 105. Oang bei der Berechnung eines Krystalles. 

Indem wir die Methode, wie man durch Beobachtungen die Nor- 
malenwinkel der Flächen eines Krystalles bestimmen könne, als be- 
kannt voraussetzen, wollen wir hier den Weg betrachten , der bei der 
Berechnung dieser Beobachtungen einzuschlagen ist« Hat man also mög- 
lichst viele Normalenwinkel zwischen den Flächen des zu bestimmenden 
Krystalles ermittelt^ so entwerfe man zuerst eine Projektion der Pole 
dieser Flächen und trage in dieselbe die beobachteten Winkel und 
Zonen ein. Diese Projektion wird natürlich ohne weitere Konstruktionen 
nur beiläufig ausgeführt, doch wählt man die Projektionsebene nach 
den im S. 85 gegebenen Regeln, falls man über das System des zu be- 
stimmenden Krystalles schon im Klaren ist. Sonst bleibt die Projek- 
tionsebene willkürlich. Sind die beiden Hälften des Krystalles nicht 
von parallelen Flächen gebildet, so kann man sich für jede Hälfte eine 
eigene Projektion entwerfen. 

Qat man aber von einer Substanz, deren krystallograpUsche 
Konstanten ermittelt werden sollen^ mehrere Krystalle zur Verfügung, 
so begnügt man sich nicht bloss, einen derselben zu messen, sonderu 
man untersucht deren mehrere, da häufig an verschiedenen Krystallen 
derselben Substanz verschiedene Flächen vorkonmien. Alle die so be- 
obachteten Flächen trägt man mit ihren Polen in eine und dieselbe 
Projektion ein. Es kommt dabei natürlich darauf an, die einzelnen 
Krystalle alle in parallele Stellung zu einander zu bringen, und diess 
setzt voraus, dass an diesem Krystalle gewisse Flächen^ die man an 
ihren konstanten Neigungen erkennt, wiederkehren. Man triff*t freilich, 
besonders bei Mineralien, Krystalle, die von ganz verschiedenen Flä- 
chen gebildet werden. Können solche Krystalle nicht etwa mit Hilfe 
ihrer optischen Eigenschaften in parallele Stellung gebracht werden, 
so bleibt nichts übrig, als diejenigen Krystalle, die man in parallele 
Stellung gebracht hat, vollständig zu berechnen und schliesslich nach- 
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zusehen, ob unter den möglichen Fällen derselben nicht solche vorkom- 
men, die den Flächen der noch übrigen Krystalle entsprechen« 

Zur Bestimmung des Systems der zu berechnenden Krystalle ist 
die Kenntnis ihrer gleichen Winkel nothwendig; geben die beobach- 
teten Winkel hierüber nicht vollständigen Aufschluss, so wird man 
sich aus denselben mit Hilfe der Projektion der Flächenpole solche 
Winkel berechnen, die nicht direkt beobachtet werden konnten, deren 
Kenntnis aber zur Bestimmung des Systems von Wichtigkeit ist. Können 
aber derartige Winkel nicht aus den beobachteten mit Hilfe der Formeln 
der sphärischen Trigonometrie abgeleitet werden, so kann man unter irgend 
einer Voraussetzung für dieselbe die Elemente und Flächenindices be- 
rechnen und sich mittelst dieser Grössen nachträglich überzeugen, ob 
die angenommenen Werthe auch wirklich diesen Winkeln entsprechen. 

Hat man das Krystallsystem erkannt, so wird dem betreffenden 
Systeme entsprechend die Projektion der Flächenpole umgeändert, und 
es kommt nun darauf an, die Symbole der Flächen zu ermitteln, na- 
türlich mit Bezug auf ein charakteristisches Axensystem, das durch 
die nöthige Anzahl vorhandener oder bloss möglicher Flächen bestimmt 
wird. Die Ermittlung der Indices geschieht aus den beobachteten Zonen 
und Winkeln mit Hilfe der Regeln der §§. 92, 93, und wir wissen, 
dass, wenn auch die zur Berechnung verwendeten Winkel bis zu einer 
gewissen Grenze ungenau sind, wir doch immer die wahren Werthe der 
Indices erhalten« Reichen die $$. 92, 93 zur Bestimmung der Flächen- 
symbole nicht aus, so muss man, um diese Bestimmung nach $. 103 
ausfuhren zu können, wenigstens eine genäherte Kenntnis der Elemente 
haben. Es genügt aber natürlich, wenn man nur für eine einzige Fläche 
jeder einfachen Form die Indices durch Rechnung ermittelt; die Sym- 
bole der übrigen Flächen ergeben sich ja dann unmittelbar durch die 
Symmetrie Verhältnisse. 

Der nächste Schritt ist die Bestimmung der Elemente. Man 
wählt hiezu aus den mit grösserer Genauigkeit beobachteten Winkeln 
die gerade nöthige Anzahl, und zwar natürlich solche, die entweder 
direkt oder durch die aus ihnen abgeleiteten Winkel die Berechnung 
der Elemente möglich machen. 

Mit Hilfe der so bestimmten Elemente berechnet man dann ge- 
wöhnlich (Jie Normalenwinkel, für welche beobachtete Werthe vorhan- 
den sind, um durch die Uebereinstimmnng dieser zweierlei Grössen den 
Grad der Genauigkeit der Elemente kennen zu lernen. Ausser diesen 
Winkeln berechnet man überhaupt noch möglichst viele der Winkel, 
welche die vorherrschenden Flächen, und zwar besonders die des Ok- 
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tanten OXYZ anter einander bilden. Die so berechneten Winkel 
werden in einer bestimmten Ordnang aufgeführt und für die betreffenden 
die beobachteten Werthe daneben gesetzt. Unterscheiden sich die be- 
obachteten Winkel sehr durch den Grad ihrer Genauigkeit, so kann 
man die guten Winkel etwa durch ein beigesetztes -f-? ^^^ schlechten 
durch ein ? bezeichnen. Diese Zeichen können zur Steigerung auch 
noch verdoppelt werden. Die Winkel, welche zur Berechnung gedient 
haben, bezeichnet man bisweilen mit einem Sternchen, obwohl diess 
nicht wesentlich erscheint. 

Bei Substanzen wie die Mineralien, deren Krystalle Gegenstand 
häufigerer Untersuchungen sind, ist es sehr zweckmässig, für die be- 
rechneten Neigungen eine Tafel zu entwerfen, in der für jede Form die 
Winkel angegeben sind, welche die zur Bezeichnung dieser Form ge- 
wählte Fläche mit den Flächen 

100, 010, 001, 110, 110, 101, 101, 011, 011, 111 etc. 
bildet. 

Bei der Berechnung der Normalenwinkel begnügt man sich für 
künstliche Krystalle gerade wie bei der Messung meist mit Minuten. 
Bei Mineralien kann man allerdings in vielen Fällen weiter gehen. Man 
hat dann die Elemente auch so zu bestimmen, dass für alle guten Be- 
obachtungen die berechneten Werthe möglichst genau übereinstimmen. 

Will man sich hiebei nicht mit einer versuchsweisen Aendenmg 
der Elemente begnügen, sondern will man wirklich die aus allen guten 
Beobachtungen folgenden wahrscheinlichsten Werthe derselben kennen, 
so hat man den in der folgenden Anmerkung angegebenen Weg einzu- 
schlagen. 

Die Ordnung, in der man die vollständigen krystallographischen 
Eigenschaften einer Substanz aufführt, ist gewöhnlich folgende : 

1. Das Krystallsystem, natürlich mit der Angabe, ob dasselbe 
ein holo- oder hemisymmetrisches ist. 

2. Die Werthe der Elemente. 

3. Die beobachteten holo- und hemiedrischen Formen mit der 
Angabe der Beschaffenheit ihrer Flächen; gewöhnlich gibt man auch 
eine Projektion der Pole dieser Flächen mit den wichtigeren Zonenkreisen. 

4. Etwa vorhandene Zwillingsflächen undTheilungsflächen, obwohl 
letztere so wie die Flächenbeschaffenheit eigentlich zu den physikali- 
schen Eigenschaften zu zählen sind. 

5. Die Aufzählung der berechneten Winkel und Vergleichung der- 
selben mit den beobachteten. Der Winkel zweier Flächen eines Kry- 
stalles wird bekannntlich durch Nebeneinanderstellung ihrer Symbole 
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bezeichnet; gehören jedoch die zwei Flächen verschiedenen Individuen 
eines Zwillings an, so kann man zum Unterschiede entweder das Symbol 
der einen Fläche auf den Kopf stellen, oder was bequemer ist, man 
setzt zwischen die Symbole der beiden Flächen das Symbol der Zwil- 
lingsfläche. 

6. Beschreibung der beobachteten Kombinationen, wobei besonders 
die vorherrschenden Ausbildunjiien derselben anzugeben sind. Gewöhn- 
lich illustrirt man solche Beschreibungen durch Zeichnungen , in letz- 
teren muss man aber meist die Flächen wegen ihrer Kleinheit durch 
einen einzigen Buchstaben bezeichnen. Man wählt dann für jede Form 
einen anderen Buchstaben, den man für die einzelnen Flächen der Form 
noch mit verschiedenen Strichen versehen kann. Diese Buchstaben fügt 
uQian bei der Aufzählung der einzelnen Formen den Symbolen derselben 
gleich an, indem man sie entweder hinter oder unter die Symbole setzt. 

AnmerkuDg. Siad mehr Wiiik«! eines Kry Stalles beobachtet, als 
die Berechnung seiner Elemente erfordert, so kann man diejenigen Werthe 
der letzteren, welche allen beobachteten Winkeln möglichst entsprechen, 
auf folgende Weise finden. Der Krystall sei, um den allgemeinsten Fall 
zu betrachten, ein triklini scher; die beobachteten Winkel desselben seien 

L,M,N (1) 

die Grössen 

Z, m, n 

aber die Gewichte dieser Winkel. Jede der letzteren Grössen gibt also 
für den betreffenden Winkel an, wie oft eine gleich gute Beobachtung 
desselben gemacht werden müsste, damit das arithmetische Mittel aus 
diesen Beobachtungen für jeden Winkel den gleichen Anspruch auf Ge- 
nauigkeit hat. Die Grössen 

a : 6 : c I, «7, t (2 ) 

seien ferner genäherte Werthe der Elemente, aus welchen wir für die 
beobachteten Winkel die Grössen 

L^M^N^ (3) 

erhalten. Wir ändern nun nacheinauder jedes Stück der Elemente um 
eine kleine Grösse, wodurch dieselben successiye in 

a : (& 4- A 6) : c, {, 77, f 

a : & : (c -h A c), |, ,7, f 

aihie f -t- A g, 77, f 

a ihi e f, 17-I-A17, f 

« : ^ : c I, 77, f + A f 

übergehen. Indem wir jedesmal die zugehörigen Werthe der beobachteten 
Winkel berechnen, erhalten wir für letztere nacheinander die Grössen 
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A 


M, 


Nt. . . . 


Li 


M, 


iV, . . . . 


L» 


M» 


Ai . . . . 


A 


M^ 


a; . . . . 


Ls 


Mi 


N,. . . . 



Wegen der Kleinheit sämmtlicher Aenderungen wird die Aenderung 
der Grössen (3) ebenfalls pmal grösser werden^ wenn man irgend einem 
Stücke der Elemente eine Aenderung ertheilt, die j>mal grösser als die 
Torhergehende ist \ ebenso wird sich die Aenderung der Grössen (3) sum- 
miren, wenn mehrere Stücke zugleich geändert werden. Man kann also 
fragen, wie yielmal mehr muss jedes Stück der Elemente geändert wer- 
den, damit die Aenderung der Grössen (3) diese grossen gleich den beob- 
achteten Werthen (!) macht. Sind also diese gesuchten neuen Elemente 

(4). . a:(6 + t*A6):(c+t;A6), l+^'A«, fj+yj\fj, i + zA^ 

so hat man zur Bestimmung der 5 Grössen te, v, x, y, z die Gleichungen 

i - 7.0 = (A - Lo)u+(Li - i„)t/+(Z,3 - X'o)«+(A - A) 2/ +(^5 - A> 

deren Zahl grösser als fünf ist. 

Um aus diesen Gleichungen die wahrscheinlichsten Werthe der 
Grössen u^ v^ x^ y, z nach den Regeln der Methode der kleinsten Qua- 
drate zu finden, l^at man sie zuerst der Reihe nach mit den Grössen 

/r, /m, /;r. . . . 

zu multipliziren, nach welcher Operation wir die Gleichungen kurz durch 
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I i>i = ^i^ + ft^ + giOi + h^ + kiz 

bezeichnen wollen. Aus den Koeffizienten der letzten Gleichungen bilde 

man nun die folgenden fünf neuen Gleichungen: 

ZDe = uZt*- + vXft + xZgt -f yZU + zZU 
ZDf = uZef + vZf + xZgf + yZhf + zZkf 

(6) . . . . [ ZDg =^ uZeg + vZfg + xZg'^ + yZhg+ zZkg 
ZjDh= uZeh + vZfh + xZgh + yZh'^ -|- zZkh 
ZDk =^ uZek + vZfk + xZgk + gZhk+ zZk'^ 

welche zur Bestimmung der fünf Grössen i*, v, «, y, z gerade hinreichen. 

Setzt man die so bestimmten Werthe dieser Grössen in die Ausdrücke (4) 

so geben die letzteren die gesuchten wahrscheinlichen Werthe der Elemente. 
Hat man die genäherten Werthe (2) der Elemente etwa aus den 

fünf ersten Winkeln (1) berechnet, so werden natürlich in den Gleichungen 

(5) die Grössen X>i = i?^ = 2>8 = I>4 = -D5 = 0. 

Es ist klar, dass für spezielle Axensysteme die Rechnung sich desto 

mehr vereinfacht, je weniger unbekannte Stücke die Elemente enthalten. 

In Betreff eines Beispiels einer solchen Rechnung verweisen wir auf die 

Abhandlung von Prof. V. R. v. Zepharovich: Kryst. Studien über den 

Idokras, Sitzber. d. Wr. Ak. XLI^ (1864). 



Aüliaiig. 



Reduktion der Bezeichnungen von Naumann und Levy. 

Ohne auf eine Darlegung der Principien, nach welchen Nau- 
mann und Levy die Formen der verschiedenen Systeme bezeichnen, 
einzugehen, werden wir hier nur kurz die von ihnen gebrauchten Be- 
zeichnungen mit den in diesem Buche benutzten Buchstaben und Sym- 
bolen nebeneinander stellen, 

I. Bezeichnung nach Naumann. 

Ist in einem der nachfolgenden Symbole m oder n gleich 1, so 
wird dieser Buchstabe ganz ausgelassen; solche Symbole sind im Nach- 
folgenden meist nicht berücksichtigt, da ihre Reduktion leicht mit 
Hilfe des allgemeinen Symbols geschehen kann. Naumann legt die 
wIAxe von oben nach unten, die FAxe wie in diesem Buche von vorne 
nach hinten, die ZAxe aber von rechts nach links. 

Tesserales System. 



4 



T. Lang, Kryst&Uographie. ^3 
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Tetragonsles System. 
a : c : c? = c : a : a 
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Rhombisches System, 
a : ( : e = o : b : a 
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d-^ = ,llll} 
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a :b :c 
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Monoklinisches System. 

a : ft : ö = £? : a : ft 
y=C= 180» — 1? 



Triklinisches System. 
=: c: b : a 

= 180» — UW, 180» — TTZJ, 180» 
= |Tii} m,Pn = |ili} 



FTT 
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Hexagonales System. 

JTAxe = Normale zur Fläche (111) 

FAxe== „ „ „ (llo) 

ZAxe= ^ „ „ (loT) 

a\C',c= Parameter der Fläche (100) 

8(? 



- 7-- = tan -^ -^ 

mPn =- |hkl| 

oP =|111| 
•mP = jl+2m,l— m, l-~m| 
-P = (211} 
raP2 = {3m -1-2, 2, 2— 3m| 
mPc^o = (10T| 



dJ^=H|hlk| 



2 

mPn 



l 



k = -L-J- + , 

1 = ^ + ^-'' 



f = 2. + j__i 

m n 

t 1 

° m n ' 



2 

mRn = 



n {hkl) 
mnP^i 



mPn 



4 

, mPn , _, 

— d — j- =x;r|egf! 

d mPn ,, ., , 

y ~^=<p jhlk| 



, d mPn 

J mPn 
— d 4 



2 =« (efg| 
« |2 + m -f 3mn, 2 -> 2m, 2 + m — 3mnl 



+ li5£fL==,,{hkl| 
— 1 — ^ =:x«(efg| 



SindRhomboeder in gedrehter Stellung, siehe 
Anmerkung zu §. 50. 



Für die Bezeichnungs weise von Weiss hat man in diesem Systeme 
mc : na : a : sa = ( hkl | 
mc : na' : a' : sa' -= |efg} 



s n 



*) Zur logarithmischen Berechnaag hat maa die Formeln 

tau 



|- = V,ocosd,taud = %o~ 
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oder 

±. iL. - :- = Id + p + q, d + q-2p, d+p-2ql 

d ■ p q »■ r = q— p 

±. iL. iL: il = {d-2p-r,d + p-r,d + p-2r| 
d ■ p q r 

U. Bezeichnung nach Levy. 

Das Nachfolgende bezieht sich auf die Bezeichnung von Levy, 
wie sie mit einigen Vervollständigungen von Descloizeaux (Manuel 
de Min. t. L, Paris 1862) angewendet wird. 



Systeme cubique (Tesserales System). 

p = |100| b» = {ulOl 

ai={lll} a" = {uU} wennu> 1 

bi={110| a" = |llu} wennu<l 

b4- b-f b^= |wvu| 

Systeme quadratique (Tetragonales System). 
D : D : h = a : a: c 

p={110l bV. ={111} 

m={110) b- ={1, 1, 2u| 

hi=|100| b4- b4- h^=!45-^wl 

h^ = |u+v,u-v,0} ^^ _ t^ b-f h-f == |-I±^ ^ w 

a»= {101} ' ^ ' r. ' uJ- i ^+^ "— 

a"={lOu} a^=b— b, h , = j-^ j- * 

Systeme rhombique (Rbombisches System). 
D: d: h = a : b : c 

m={110} b. b, g, i , ., 

h^ = 1010} b— b— h^ = \— —^ 

h— = {u-v, u+v,Oj e^=b— b-;r gir^j-^ ^^ 

gl ={1001 \ ,_i. ^J- ' j w-U w^-u 

^ ' ' e_!L =Du bw gw — (— ^ 2 "^ 

g-f ={u+v,u-v, 0| " , ^ 1^^ L-^ 1^-^ ^-tüw 

a'"={01u} a-2-=^b— b— h— =1-5 — " 

b» = .{l,l,2u) 
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Systeme clinorhombique (Monoklinisches System), 
d : D : h = a : b : c 
a>hi adj. = | 

P=|ooil d-^ d-f b-^=|4^^w 

h»={100l '^~ ° " "- ^l^r"!"" 

h-v =ju+v, u-v,0) a^=b-^ h-T- h-j-=j^-^* 

gt=|010| a4==t>-^ b4- h^ = {^^- 

^t r '""''; ""^^' ^' " d-^ b-f g4 = 1^ 4=- ' 

b— d— g— = \—i — ' 



J_ | T+» 



0»= {lOu} 

a"=|IOai olL.=i-^ d4- h-^ = 

i" = 1, 1, 2u} ' j 1 ,_L. , J_ jw+a w-u 

Systeme anorthique (Triklinisches System). 
D : d : h == a : b : c 

P= {1,1, 2u} 
P={001} d-={I, 1, 2w} 

t= UlOl b'^^ji, 1, -2u| 

h^ = {010} ,1 1 1 (T+n V-U 

* * f— c— g— = • ^ 



h-T- = {u-v, u+v,0| 
-f^ h = {v-u, v+u, 0} 



•i 2 






_ 1 , 1 1 1 v+a r—Vi _ 

gl ={1001 b~ ^~ g~=i 2 ^-^ 

g— = {u+v, u-v, 0} d— b-r g— = \—^ §- ^ 

^g =|ü+v,u.v,0l b^ c4- g^=|^4^w 



i"= |10u| 
e"={lOu| 
o'^=|01ul f— d— h-ir = ' 



c— b— g— =|-^ —^ 



•i i 



Systeme hexagonal (Holohexagonales und gyroidales System). 

p={lll} b"=}2+u,u-l,u-l} 

m=|2n} a-= {3+u,u,u-3} 

h»=|10T) b4 b^ b-f ={2q+v+w, -u^v-j-w, 
h''= |-2u-I,u-l,u+2| • Q + ^l 
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Systeme rhomboedrique ( Rhomboedrisches System). 
Angle plan du soinmet = | 

a» = «|lll! b" = «|ulO| 

e* = «12111 ■ _ _ d" = «|..IO| 

di = jtjlOT| b-v- d-r d-r=w[uvw} 

a-^ralalll b-f b^ b-^ = «{uvw| 

e" = «|üll| dT- d-^ b-f =«|uvw| 
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